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Nachtrag zum Skriptum der Analysis I1

9 Strukturen der Analysis

9.2 Differentation in Banachrriumen

Im Folgenden seien X, Y und Z Bannachrdume iiber dem Korper R der reellen Zahlen. In Analogie
zu Definition 5.2 definiert man:

Definition 9.39 (Differenzierbarkeit)

Sei ) eine offene Teilmenge von X und f : Q C X — Y eine Funktion, die jedem x € ) ein
y := f(x) € Y zuordnet. f heifit differenzierbar in X € (), wenn eine stetige lineare Abbildung
A e X,Y)von X nachY existiert, so dass gilt:

Ist mit 6 > 0 die Umgebung Us(X) ganz in Q) enthalten, so gilt fiir alle h € Us(0)

f&=h) = f(X)+ Ah+ || k][ ¢(h) e))
mit einer in 0 stetigen Funktion ¢ : Us(0) — Y mit Wert p(0) = 0.

Man erkennt direkt
Satz 9.40 In der Situation aus Definition 9.39 ist f in X stetig O

Definition und Satz 9.41 (Die Ableitung einer d’baren Funktion)
In der Situation aus Definition 9.38 ist die lineare Abbildung A eindeutig bestimmt. Sie heifst Ableitung
von f in X, und wir schreiben f'(X) := A.

Beweis. Sei B € ¢(X,Y) eine weitere lineare Abbildung und o : Us(0) — Y eine in O stetige
Funktion mit o(0) = 0 derart, dass fiir alle » € Us(0) gilt

f&=h=f&) + Bh+|h|o(h) )
Dann implizieren (1) und (2) fiir jedes ¢ € X\{0} und ¢ € (0, || ¢|| ™" §) die Gleichung
fE) +tBC+ ][ Cllo(tC) = f(X) = tAC+ | ¢ o(£C)
und nach Substraktion von f (%) und Division durch ¢ folgt
BC = AC = || ¢l (o(t¢) = p(t¢)) =% 0
Wir erhalten B{ = A( fiiralle ( € X O

Beispiel 1 (Differenzierbarkeit und Ableitung der Normfunktion)
Die Norm in X wurde durch ein Skalarprodukt < -, - > definiert:

HmH:<x,x>% frrallex € X

Dann ist auch X x X ein Bannachraum mit der Norm

(@, 9) || == <H T ”2 +y H2>§

2



Weiter ist die Funktion

f:XxX — R
(z,y) — <z,y>

im festen Punkt (x,y) € X x X differenzierbar. Mit h := (k, ) ist niimlich
f((:c,y)+h) =<zx+kytl>=<zy>+<ky>+<xl>+<kl>

Nun ist
A: X x X — R

(k1) — <ky>+<zl>

eine stetige lineare Abbildung und fiir alle (k,1) € X x X\{(0,0} gilt

<k, >

<kl >= DI mit
(K, D) ]
k.1 k-1 1 k| 1) 1 tir h—!
<hi>l o IEN L BERIE 1y e,
DI A RIP+1T1%2 ~ 2ARIP+ 12072 2

Satz 9.42 (Metrische Kettenregel)

Seien = C X und Q) C Y offene Teilmengen. Weiter seien x € = und y € §2 Elemente sowie
f:ECX —=Yundg:Q CY — Z Funktionen derart, dass f(x) = y ist. Ist f differenzierbar in x
und g differenzierbariny, soistg- f : D C X — Zmit D := {x € Z| f(X) € Q}, differenzierbar
in x mit der Ableitung

(9-1)'(x) = g'(v)f'(x)

Beweis. Da f stetig in z ist gibt es zu der Offenen Umgebung 2 von y = f(z) eine Umgebung U C =
von z mit f(U) C (2. Insbesondere ist also x ein innerer Punkt von D, das heifit, dass es ein § > 0
mit udelte(x) C D gibt. Dann gilt fiir jedes h € Us(0)

Flx+h)=f(@)+ f(@h+rk)-|h|  mitr(h) — 0firh — 0
Und mit geniigend kleinem ¢ gilt fiir jedes & € U.(0)
gy +k)=g(y)+9Wk+sk)- [kl mits(k) —0firk—0
Fiir b € Ug(0) folgt dann
gof@+h) = g(f@)+f@h+rn)|nl)
= g(y+@h+rm)|h])
= 9(y) +9' W f'(2)h
= IR (@) + s @+ ) 1)

Hierbei ist ¢'(y) f'() eine stetige Lineare Abbildung von X nach Z und der Ausdruck in der groBen
Klammer geht fiir h — 0 gegen 0. |



Definition und Satz 9.43 (Richtungsableitung)
Sei Q) C X eine offene Teilmenge und die Funktion f : Q0 — Y sei differenzierbar in x € §). Dann
gilt fiir jedes ¢ € X\{0}

Sofern der Grenzwert

O flatt) — f(a)
5ol @) = F@)c = lim t

existiert, nennt wir ihn die Richtungsableitung zum Richtungsvektor (.

Insbesondere nennt man im Fall X = R" die Richtungsableitung von f zum n-ten Einheitsvektor e
die partielle Ableitung von f (in die n-te Richtung) und schreibt:

on f(z) = (@)

Ist nun auch Y = RM so lisst sich f schreiben in der Form

f:QcRY — RM
Il fl(xl, ey J}N)
- :
TN fM(xlv"'awN)

Die Matrix, die beziiglich der kanonischen Basen in R"Y bzw. R™ die ableitung von f in z beschreibt,
nennt man die Jacobi-Matrix. Sie ist gegeben durch

Oifi(z) fi(x) ... Onfi(z)
fla) = alfz(:v) Do falz) ... ONf;g(x) & Mate(N, M) )
ofu(z) Oafu(x) ... Onfu(x)

Man beachte: Wenn f in x differenzierbar ist, so ist die Ableitung von f im Punkt x durch (3) beziig-
lich der kanonischen Basen in RY und R gegeben.
Uns interessiert nun die Umkehrung, und diese ist nicht ohne zusétzliche Voraussetzungen richtig.

Definition 9.44 (Mehrfach stetig differenzierbar)

Ist Q C RY offen und existieren zu gegebenen x € ) die partiellen Ableitungen von f : Q C RY —
RM und sind diese stetig in Q, so nennt man f einmal stetig differenzierbar in Q. Wir schreiben
f e CcHQ,RM).

Sei k € N. Sind f, 01f, ...,0nf € C¥(Q) so nennt man f (k+1)-mal stetig differenzierbar und
schreibt f € C*+1(Q,RM).

Satz 9.45 Seien QO C RY offen und f € C*(Q,RM), dann ist f in jedem Punkt z € Q differenzierbar
und die Ableitung ist durch die Jacobimatrix (3) gegeben.

Lemma 9.46 Seien (X,d;) und (Y, d,) metrische Riume und die Funktion f : X — Y sei stetig. Ist
X kompakt, so ist | gleichmdfig stetig, also

Ve>0 36 >0 Vo, 20 € X ¢ dyp(z1,29) < 5:>dy(f(x1),f(:):2)) <e



Definition 9.47 ((Parametrisierung von) Kurven)

Sei X ein Banachraum und I C R ein Intervall . Eine stetige Funktion v : I — X nennt man
(Parametrisierung einer) stetigen Kurve. Ist v € C*(I, X) so spricht man von einer Parametrisierung
einer stetig diff'baren Kurve. Ist v € CY(I,X) und gilt +/(t) # 0 fiir alle t € I, so nennt man
Parametrisierung einer glatten Kurve.

Satz 9.48 Sei I := [a, b] ein kompaktes Intervall und f € CO(I,R™) sei in (a, b) diff’bar. Dann gilt:

(zfa) F®) - f@ < sup |f(D)

te(a,b)

Definition 9.48 ((lokale) Extrema)

Sei (M, d) ein metrischer Raum und f : M — R eine Funktion auf M. Wir sagen

- f nimmt genau dann in X € M ihr Maximum an, wenn f(X) > f(x) fiir alle x € M gilt.

- f nimmt genau dann in X € M ein lokales Maximum an, wenn es eine offene Umgebung U von X
gibt, so dass fiir alle x € U gilt: f(X) > f(z).

Analog definieren wir (lokale) Minima.

Satz 9.49 Sei QO C RY eine offene Teilmenge und f : Q — R diff 'bar ind % € Q. Besitzt f in X ein
lokales Extremum, so ist V f(X) = 0.

Definition 9.50 (Fixpunkt)
Sei (M, d) ein metrischer Raum und ® : M — M eine Abbildung von M in sich. Ein Element x € M
heif3t Fixpunkt von ®, wenn ®(x) = x ist.

Satz 9.51 (Banachscher Fixpunktsatz)
Sei (M, d) ein volistindig metrischer Raum und ® : M — M eine kontrahierende Abbildung von M
in sich, d.h. mit einer Konstanten q € (0, 1) gilt:

Veyen  d(®(2),(y)) < ¢ - d(z,y)

Dann besitzt O genau einen Fixpunkt X, und fiir jedes xo € M konvergiert die durch x,41 = ®(x,)
rekursiv gegebene Folge gegen X. Des weiteren gilt fiir alle n € N die Abschditzung

n

d(x,z) <

=1_ qd(xlax(])

Beweis. (Skizze)
1) Eindeutigkeit: Nimm an es giibe zwei Fixpunkte X und X von ¢, dann betrachte

4(%,5) = d(B(X), (%)) < ¢ - d(%,%)
und erhalte X = x.
2) Existenz: Betrachte die im Satz definierte Folge (z,),cn und zeige
VHEN d(xn-i-la .'Ifn) < qn ' d(xlv ZEO)

per Induktion. Betrachte anschlieBend d(zy,, z,,+m ). Mit der oben gezeigten Regel folgt, dass (x,,)nen
eine Cauchyfolge ist. Diese konvergiert, denn M ist ein vollstdndiger metrischer Raum. Nenne den
Grenzwert X. Betrachte nun

$(3) = Jim $(ow) = fim e =5

3. Abschitzung: Betrachte den Grenzwert von d(X, 4, ) = 0 fiir m — oo und festes n. O



Definition und Lemma 9.52 Sei v € C°([0, 1], RY), dann definieren wir

/01 Y(t)dt :=

I 'V&(t)dt
H / it |

1 3
RECIRD
0

Satz 9.53 (Satz von der Umkehrfunktion)

Sei f € CY(Q,RY) mit einer offenen Teilmenge Q C R, Ist f'(X) = J;(X) fiir ein % € Q invertier-
bar (d.h. J¢(x) € GLNn(R)), so gibt es offene Umgebungen U von X und V von y := f(X) derart,
dass U via f bijektiv auf V' abgebildet wird und es gibt eine Funktion g:V —=Umitgo f, =idy
sowie fi,, o g = idy. Weiter ist g diff 'bar iny mit g'(3) = (J§(x)) ™!

fol Y1 (t)dt

Es gilt

IN

Beweis. (Skizze)
Zunichst muss die Gleichung f(x) = y bei gegebenem y nahe bei y := f(X) aufgelost werden. Mit
B := J¢ (%) ! ist diese Gleichung équivalent zu

x = V() mit ¥(z) :=z — B(f(z) —y)

1. Zeige zunichst, dass es ein pg > 0 gibt, so dass gilt

1
Yo<p<po Vozek, ) 1W(2) =P =5 [z~ =]l

2. Zeige nun, dass fiir y hinreichend nahe bei y ¥ die abgeschlossene Kugel um x in sich abbildet,
also dass W(Kp(fc)> C K, (%) gilt. Und erhalte y € Us(2|| B||) mit 0 := ” ik

die Einschridnkung von f auf K,(X), so ist

Bezeichne nun F'

U= F(Us(@)

eine offene Umgebung von % und f bildet U bijektiv auf Us(§) ab. 3. Frr den Abstand von F~1(y) =:
r=x— B(f(z) —y)und F1(§) =: % = £ —B(f(X) — ¥) berechne die Abschitzung

[z=%| < 2-|B[-ly—7¥
und erhalte die diff’barkeit von F'~! in § durch

y=3y = Fl@)-F&) =J®)@-%)+r@—-%)-|z-x]
= Fly-F'(F) = o-x=L&) " y-9)+ &) r@-%)[lz -

Mit der obigen Abschétzung strebt x gegen X, wenn y gegen ¥ strebt, also geht auch der Restterm
r(x — %) gegen Null. O



Satz 9.56 Sei Q eine offene Teilmenge des RY und k ¢ N>1 und sei weiter ® ¢ Ck(Q,RN) ein
Diffeomorphismus (d.h.® ist eine bijektive stetig differenzierbare Abbildung, deren Umkehrabbildung
auch stetig differenzierbar ist.) von Q auf ®(Q) =: E. Dann ist ' € CF(Z,RV).

Beweis. Da ® ein Diffeomorphismus ist gilt ! € C1(Z, RY) und es gilt
(@71)/ — (@/)71 o @71

Per Induktionsannahme sei ®~! € C*~1(Z, RY), dann gilt sofort ® 6 C*(Z,RY), denn (®')~Lod~!
muss k£ — 1-mal stetig diff’bar sein. Nach Induktlonsannahme ist ®~! (k — 1)-mal stetig diff’bar und
nach Voraussetzung ist ® k-mal stetig diff’bar. Dann ist (®')~! k-mal stetig diff’bar. O

Satz 9.57 (Satz von der impliziten Funktion)

Seien N,M € N und Q ¢ RN*™ eine offenen Teilmenge und f € C*(Q, RN) mit (f(,
(%,t) € Qmit x € RY und t € RM. Weiter besitze die die Abbildung f'(%,t) := J;(%,
Hochstrang N. Insbesondere sei

= 0 fiir

t)
t) besitze

Dof(%,1) i= (81f<5<,£), L aNf(&,f))

invertierbar (d.h. det(D,) # 0). Dann gibt es Umgebungen X von % und T von t sowie eine Funktion
g € CY(T, X) derart, dass gilt

V(e )ex xT f(x,t) =0 & z=g(t)

Ist mit k € N die Funktion f € C*(Q,RY), soist g € C*(T,RY)

Beweis. (Skizze)
Definiere zunichst eine Hilfsfunktion

o: Q - RVIM
() = ()

Betrachte nun die Ableitung von ¢

onfxt) ... Onf(Xt) Oniif(Xt) ... Onimf(X,1)
o 0 0 1 D, D
pEh=| =< 0 idﬂz)
0 0 1

mit Dy = Dyf(%, 1) = (aNH FGA), . O f(fc,f:)) und D, := D, f(%,1). Die Ableitung ist
Invertierbar . .
2 e D;, —D;, Dt
(T3 1) = ( 0 idy

Wende nun den Satz von der Umkehrfunktion an, und erhalte Umgebungen U, V' C RY M yon (%, 1)
bzw. von (0, t). Weiter gibt es Umgebungen X € RY von xund 7" € RM von t mit X x T' ¢ U
derart, dass X x 7' Diffeomorph via ¢|U auf eine Umgebung V € RM von (0, t) abgebildet wird. Mit

der Projektion 7 : R¥Y*M —, RM erhalte eine Umgebung 7' € RM derart, dass T c 7' = (V) und



{0} xT C V gelten. Bezeichne ¢ die Einschriinkung von ¢ auf X x T, so gibt es eine einmal stetig
diff’bare Umkehrabbildung ¢! und wir erhalten fiir (z,¢) € X x T

f(xvt) =0 < qb(xvt) = (Ovt) ~ (a:,t) = ¢_1(07t)
& w=pos ol
L:RM tl—>(0,t) RN+M pRN+M (a:,t)r—>x RN
Erhalte also g := po ¢~ Lo O

Folgerung 9.58 Mit den Bezeichnungen aus 9.57 ist fiirt € T

g (1) = 1y(t) = ~(Daf (9(0).1)) Dif(a(t).1)



Begin der Vorlesung Analysis I11

10 Extrema

Definition 10.1 (Extrema unter Nebenbedingungen)

Sei @ C RN eine offenen Teilmenge und u : Q — R eine Funktion. Weiter sei f € Cl(Q,RM)
mit 0 < M < N gegeben. Wir sagen: In x € Q liegt ein (lokales) Maximum von u unter der
Nebenbedingung f(x) = 0 vor, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) f(%) =

(2) usx)ca u(X) > u(x) fiir alle x € Us(X) Analog definieren wir (lokale) Minima.

Definition und Satz 10.2 (Lagrange Multiplikatorenregel)

Sei Q C RN eine offene Teilmenge und f € C(Q,RM) mit 0 < M < N gegeben. Weiter sei
u : Q — R diff’bar in einem Punkt x € ) und besitze dort ein Extremum unter der Nebenbedingung
f(z) = 0. Dann sind die Vektoren V u(X), V f1(X), ...,V fam(X) linear abhéinging. Sind insbesondere
V f1(X),...,V fm(X) linear unabhiingig, so gibt es )\1, ..., A\n € Rderart, dass

vam

Diese A\, heiflen die Lagrangeschen Multiplikatoren.

Beweis. (Skizze)
1. O.B.d.A. liege in x ein lokales Maximum unter der Nebenbedingung f (%) = 0 vor. Dann gelten (1)
und (2) aus Def. 10.1. Betrachte die Ableitung von f

7= fi%) . FhR)

Jp(®) = : :
=X o g fu(X)

Da M < N suche nach M-Spalten, so dass die zugehorige M x M-Matrix A(X) invertierbar ist.
A(X) existiert, da nach Voraussetung die Gradienten von f linear unabhiingig sind.

2. Numeriere % entsprechend um und setze &' := (X1,...,%y) und " := (Rps41,...,%n). Wende
den Satz von der impliziten Funktion an und erhalte Umgebungen X’ von %’ und X" von %" sowie
eine Funktion g € C1(X"”, RM) mit

f(g(f(”),f(”) — 0

3. Definiere v := u o ¢ mit
6: X" — RN
' - (g(x"), 93//)
Es gilt: v hat in X eine (lokale) Maximalstelle und ist diff’bar in X" also ist
0=vo(R)=(¢)" (&) vu) =0

Betrachte die Ableitung von ¢



mit K = N — M und e; der i-te Einheitsvektor des RN. Es gilt

2N/
V'l)(f(//) =0 &< ( aM-t,Z g(X ) ) =: a,, V'LL()A() >=0 Viel. K
EM+i
Daher ist V u(%) € T+ mit T+ := span{a;|i = 1...K} und dim(T+) = N — K = M.
4. Da die Wahl von g nicht kanonisch ist finde basis von 7 unabhiingig von g. Es gilt:
dim (span{v filx),...,v fM(a:)}> = M = dim(T%)

Da nach Vor. alle Gradienten linear unabhiingig sind, bilden diese eine Basis von 7'+, damit folgt die

Behauptung. O
Satz 10.3 (Spektralsatz)

Jede reelle, symmetrische N x N-Matrix A beitzt ein vollstindiges Orthogonalsystem {:c(l), N )}
von Eigenvektoren zu Eigenwerten {\1, ..., \n} von A. Diese sind die einzigen Eigenwerte von A.

Beweis. (Idee)
Definiere

w:RY - R
xr — <z Ax >

und suche fiir £ = 1...N die Maxima unter den Nebenbedingungen
filz)=0 und V—o j fi(z) =<,z Y >=0

mit () sind die zuvor gefundenen Maximalstellen und \; die Lagrangeschen Multiplikatoren.

11 Der Satz von Taylor

Lemma 11.1 Sei Q C R? eine offene Teilmenge und f € C'(Q) eine Funktion auf Q). Weiter existiere
0102 f in Q und sei stetig, dann existiert auch 020, f in  und beide sind einander gleich.

Beweis. (Skizze)

Idee: Zeige die Existenz von J20; f und die Gleichheit mit 010> f in einem beliebigen Punkt von §2.
O.B.d.A. seidies z := (0,0) € Q.

1. Wihle § hinreichend klein, so dass [—d, ] x [—d, d] C Q gilt. Betrachte nun

1

A:=—
hk

(£(hk) = £(1,0) = F(0.0) + (0,0)  mith,k € (=3,0)
und erhalte

1

1 (k1
1 /O (02 (h,5)~020(0,8)]ds = A=+

- [01.£(6h, k)—04 f(6h,0)] mit 6 := 6(h, k) € (0,1)

2. Betrachte den Grenzwert fiir h — 0

k
;/0 01021(0, 5)ds = % - [01£(0,k) — 01£(0,0)]

Durch den Grenziibergang von k& — 0 folgt die Aussage fiir den Punkt (0,0) € © |

10



Definition 11.2 (Multiindex)
Ein Multiindex o der Linge N ist ein Element von Név , also ein Vektor des RN mit ganzzaligen, nicht
negativen Komponenten. Fiir v € RN und o € Név definieren wir

N
a . __ 00 . anN (673
2@ =2l = [
=1

Analog definieren wir 0“. Die Ordnung von « definieren wir durch

N
la] :== Z a;
i=1

Die Fakultdt von o definieren wir als

Fiir o, 8 € Név definieren wir weiter
a<pB & Vieina <f;
a<f & a<pfund Jien Ny @ < B
< a < fund |a] < 0]

(&)= ari—an - ﬁ (o)

Dabei sind die Summe und die Differenz von v, 3 wie in RN erkliirt, es ist jedoch klar, dass o — 3 nur
fiir B < « ein Multiindex ist.

Falls o < (3 definieren wir

Satz 11.3 (Polynomische Formel)
Fiir alle p € N und fiir alle x € RN gilt

() - 25

Beweis. Induktiv iiber die Dimension N. Hierbei ist der Induktionsanfang N = 1 trivial. Fiir den
Schluss von N auf N + 1 betrachte

_ Z(q) <an> (an41)"" =R

q=1
mit § € NY und % = (z1,...,2x5) € RN mit (%, 2y,1) =  gilt dann nach Induktionsannahme
P
R=> o oia S8 | o)
7=0 1Bl= q
>3 Gt
- L ()
— -4



Fasse nun 3 und (p — ¢) zusammen zu o € N+, dann gilt || = p und es folgt die Behauptung
a

Definition 11.4 (k-mat stetig diff ’bar)
Sei Q2 C RN eine offene Menge und v € C° (2, RM) sowie k € N. Wir nennen u k-mal stetig diff bar,
wenn sdmtliche partiellen Ableitung von u bis zur Ordnung k existieren und stetige Funktionen auf )
sind. Wir schreiben dann

u e CF(Q,RM)

Satz 11.5 Seien 2, N, M, u wie in Definition 11.4 gegeben. Weiter moge 0% fiir alle o € Név mit
|| < pin Q existieren. Dann ist u € CP (2, RM) und alle partiellen Ableitungen der selben Ordnung
sind einander gleich.

Beweis. (Idee)
Verwende Lemma 10.1 um die Differentationsreihenfolge sukzessive zu vertauschen.

Definition und Satz 11.6 Sei Q) C RN eine offene Menge und fiir p € N sei f € CP(Q). Ferner sei
% € Q. Dann gibt es genau ein Polynom P im RN der mit Grad deg(P) < p und der Eigenschaft:

Vial<p O0“P(X) = 0f(%)
Dieses Polynom ist gegeben durch
1 . .
Pa)= Y —(0°F()) (@ —%)°
o <p
Dieses Polynom heifst p-tes Taylorpolynom von f in X.

Beweis. Setze

Bilde nun 85P(§() = a, - a! und wihle a,, so, dass a,, - a! = 8ﬁf(§<) also

1
— B £ (%
Ay 1= !8 f(%)

a

Lemma 11.7 Mit einem p > 0 sei U := U,(0). Dann gilt fiir alle m € Nund f € C™(U) sowie fiir
allex € Uundt € (—1,1) die Formel

Beweis. (Skizze)
Zeige zunichst per Induktion, dass mit von f unabhingigen Konstanten a,, fiiralle ¢ € (—1, 1) gilt:

FI) = Y aad”f(ta)z®

la|=m

12



Bestimme nun die a,, durch berechnung dieser fiir geeignete Funktionen. Setze p(x) := z% mit
|a] = m und betrachte
pz(t) = z%t™ also p™(t) = m!- z®

T

sowie fiir | 3] = m

3 _ a! falls 8 = «
07p(z) { 0 sonst

Also ist fiir jedes € U und fiir alle ¢ € (—1, 1) folgende Gleichung richtig:

m!-z® = plm(t) = Z aq - (8’8p(t:z)) 2P = ay-al - x®
18]=m

a

Istnun f € C™H! ( Up(O)) so liefert der Satz von Taylor aus dem vergangenen Semester (mit Lagran-
geschem Restglied) fiir z € U,(0) und einem ¢ € (0, 1) die folgende Gleichung

m

F@) = 1) = 3 2 A0) + s T (0)

n=0

Mit Lemma 11.7 und einem ¢ € (0, 1) folgt nun

) = 3N @) e+ Y (@) e

n=0|a|=n |a]=m+1
1 1
= 2 OO 2+ 3 —(9f(t)) -2
la|<m ’ lal=m+1

Es ergibt sich der folgende

Satz 11.8 (Satz von Taylor)

Sei Q C RN eine offene Teilmenge und m eine natiirliche Zahl. Weiter sei f eine (m + 1)-mat stetig
diff 'bare Funktion auf Q. Sind X, x € ) derart, dass die Strecke { tx + (1 —t)x |t € [0,1] } ganz in
O liegt, so gibtes eint € (0, 1) derart, dass gilt:

fla) = 3 EO) a3 (@)
|| <m |oo|=m—+1

Definition und Satz 11.9 Sei Q C RN offen und f € C*(Q), dann definieren wir fiir x € Q

fa) = Hy(z) = (6iajf(33))o<z‘,j§2 - <gig§;gg gzgjg;>

die Hessematrix von f. Die Hessematrix ist symmetrisch. Sei nun X € §) ein kritischer Punkt von
[, also gelte V f(X) = 0, dann liegt in X ein lokales Minimum (Maximum) vor, wenn H ¢(X) positiv
(negativ) definit ist. Eine symmetrische Matrix A € Mat(n,n) heifst positiv (negativ) definit, wenn
eine Konstante v > 0 existiert mit

Ve <AGC>Z ¢ (<AGC>< —yICIP)
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Beweis. Betrachte das zweite Taylorpolynom von f

N N
Tos(z) = fE+ D 0fE) - (z;—%)+ % (20, F) (%) - (i — %) (2 — %)
j=1 1,j=1

= f(x)+<VIE),r—%x> +% < Hpx)(x —%),z — x>

O.B.d.A. sei die Hessematrix H ;(X) positiv definit, dann gilt mit v > 0 aus der Definition und einem
0 > 0 fiir alle x € Us(0) C Q)

flz) = f(®) +% < Hp(%) (z—%),2—%> +%(Hf(5<+t(x —&)))

o, Y . 1 . . . .
2 fE®+5- HSU—X||2—§ | Hy(%+t(z = %)) = Hp(R) |- || 2 = %
Ist § hinreichend klein, so gilt fiir y € Us(X) die Abschitzung

| Hyy) - Hy(®) | < 5

Und somit fiir alle X # = € Us(x)
A Y A2 A
f@) 2 f&)+ 3 x> fR)
Es liegt also in % ein lokales Minimum von f vor. O

Satz 11.10 Eine symmetrische Matrix A € Mat(n,n) ist genau dann positiv (bzw negativ) definit,
wenn ihre sdmtlichen Eigenwerte positiv (bzw. negativ) sind.

Beweis. (Idee)
Verwende die Funktion aus dem Beweis von Satz 10.3 (Spektralsatz)

Bemerkung (Kriterium fiir positive/negative Definitheit)

Eine symmetrische Matrix A € Mat(n, n) ist genau dann

- positiv definit, wenn die Determinanten aller Untermatritzen positiv sind.

- negativ definit, wenn a1 ; < 0 ist und die Unterdeterminanten alternierende Vorzeichen haben

Satz 11.11 Sei Q C RN eine offene Teilmenge und f € C?() eine Funktion mit kritischem Punkt
x € Q. Dann gelten

1. Ist H¢(X) positiv definit, so hat f in X ein lokales Minimum
2. Ist Hy(X) negativ definit, so hat f in X ein lokales Maximum
3. Besitzt Hy(X) sowohl einen positiven als auch einen negativen Eigenwert, so hat f in X einen

Sattelpunkt, d.h. es gibt zwei orthogonale Graden durch X derart, dass f lings der einen in X
minimal und ldngs der anderen in X maximal wird.

14



Beweis. 1. und 2. bereits in Satz 11.9 bewiesen. Zum Nachweis von 3. nimm an, dass —A und p fiir
A, ;> 0, Eigenwerte von H ¢(X) seien. Hierzu seien u, v normierte, orthogonalisierte Eigenvektoren.
Mit Satz 11.8 und = := X +su und |s| geniigend klein erhélt man

1 1
f&+su) = f(x)+ 532- < Hy(x)u,u > —1—532- < <Hf(§(+tu) - Hf(f())u,u >
R 1 1 . N
= JQ) =7 P45 Hyk ) — Hy®) |- fu

< f3) - %ASQ < /&) fallss#£0

sofern |s| so klein ist, dass fiir |¢| < |s]| gilt

N . A
| Hy(-+tu) — Hy(R) | < 5

Analog erhalten wir fiir kleines |s| # 0

Flbso) = F(3) + s > F(3)
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12 K -Flichen im RN

Definition 12.1 (Uberdeckung)
Sei K eine Telmenge eines metrischen Raums (M, d). Unter einer offenen Uberdekung von K verste-
hen wir eine Familie (O)) e offener Mengen mit

K C UO)\
AEA

Hier ist A eine Indexmenge. Eine endliche Teiliiberdeckung von K ist eine endliche Teilfamilie
{0)\17""O>\L} = {O>\1|1 <l< Lund Ay,...,AL € A}
die K bereits iiberdeckt, d.h.

L
K C U O)\l
=1

Satz 12.2 (Heine-Borellscher Uberdeckungssatz)

Eine Teilmenge K eines metrischen Raums (M, d) ist genau dann Kompakt, wenn jede offene Uber-
deckung von K eine endliche Teiliiberdeckung enthdlt. D.h. in metrischen Rdumen sind Folgen- und
Uberdeckungskompaktheit diquivalent.

Beweis. Zeige zuniichst: Uberdeckungskompaktheit impliziert Folgenkompaktheit.
Sei also x, )nen eine Folge in K derart, dass F' := {x,|n € N} eine unendliche Menge ist. Zeige
(zn)nen enthilt eine Teilfolge, die gegen ein Element aus K konvergiert. Wenn F' keinen Haufungs-
punkt in K besitzt, so gibt es zu jedem x € K eine offene Umgebung U, derart, dass U, N F" endlich
ist.

(Ux):pEK

ist eine offene Uberdeckung von K und enthilt nach Voraussetzung eine endliche Teiliiberdeckung
(Ug,)i=1,...,r, Damit ist aber

Ce

F=| (U, NF)

~

1

endlich. Dies ist ein Wiederspruch.

Zeige nun: Folgenkompaktheit impliziert Uberdeckungskompacktheit.

Sei (Oy)xen eine offene Uberdeckung von K, dann gibt es ein ¢ > 0 so dass es fiir alle z € K ein
A € A gibt, so dass

Us(z) Oy mit Us(z) :={z€ M|d(x,z) <e}

Nimm nun an, K sei Folgen- aber nicht Uberdeckungskompakt und betrachte ( U. (m)) « als Folge
BAS

sowie eine offene Uberdeckung (O,), ohne endliche Teiliiberdeckung von K mit ¢ > 0 wie oben.
Die Familie (UE(ZL‘)) « bildet eine offene Uberdeckung von K. Gibe es nun eine endliche Teil-
re
iiberdeckung (Ue(xz)) .
1=1..n
von K. Wihle z; € K beliebig, dann ist K ¢ U.(z1) wihle also 29 € K\ Ug(z1). Dann ist
K ¢ U.(z1) N Uc(22) und nach n-Schritten gibt es ein

von K so gige es auch eine endliche Teiliiberdeckung von (O))xea

Zni1 € K\ | Ue(i)
i=1
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Fiir jedes Glied dieser Folge (zy,)nen gilt

n—1

2n € K\ | Ue(ai)

=1

Diese Folge enthilt keine konvergente Teilfolge, denn fiir alle n, m € N mit n > m gilt:
Ty, & Ug(xm) Also ist d(xy, Ty,) > €. Dann ist K aber nicht Folgenkompakt, was ein Wiederspruch
zur Voraussetzung ist. O

Folgerung 12.3 Sei (M, d) ein metrischer Raum und K C M eine kompakte und V- C M eine offene
Teilmenge mit K C V. Dann gibt es eine beschrdnkte offene Menge U C M mit

KcUcUcV mit U := U U U

Beweis. Es gilt: Ist U beschrinkt, so ist U beschrinkt.

Zu jedem x € K gibt es eine offene Kugel B, um z, die in V' enthalten ist. Sei nun B/, die offene
Kugel um z mit halbem Radius und B, sei der Abschluss von BY. Dann gibt es endlich viele Punkte
;, S0 dass

N
Kcl|JB, c|JB
n=1 zeK

und die (B, )nen bilden eine endliche Teiliiberdeckung von K. Setze nun

N
U= U B
n=1
Dann ist K C U und U ist offen. Weiter ist
N N
U= UB;nc UB;M:U
n=1 n=1

und U ist abgeschlossen. O

Definition 12.4 ((Parameter-) Gebiet)

Ein Gebiet G C RN ist eine offene zusammenhiingende Teilmenge des RN .

Ein Parametergebiet im RN ist ein beschrinktes Gebiet P C RN mit 9P C OP, d.h. jeder Randpunkt
von P ist auch ein Randpunkt von P.

Lemma 12.5 Sei P C R¥ ein Parametergebiet, dann gelten
(i) Jeder innere Punkt von P gehort zu P. B
(ii) Jeder Punkt von OP ist Hiufungspunkt von R¥ \P.

Beweis. Zu (i): Sei xg € int(P) ein innerer Punkt von P. Falls 2o ¢ P ist, soist zg € P\P = 0P
Also liegen in jeder Umgebung von x( Punkte aus R¥ \ P und damit ist xo kein innerer Punkt von P.
Wiederspruch.

Zu (ii): Sei x € P, dannistz € Pund 2 € JP. In jeder Umgebung von x liegen Punkte aus R¥ \ P,
Diese sind wegen = € P von z verschieden. O
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Definition 12.6 (parametrisiertes K-Flichenstiick)

Seien N, K € Nmit K < N und P ein parametergebiet im R¥. Ein parametrisiertes K -Flichenstiick
iiber P ist ein p € C1(P,RN) mit den Eigenschaften

1. @ ist injektiv

2. Fiir alle a € P gilt: rg(J,(a)) = K

3. o7 Im(p) — RK ist stetig

Definition 12.7 (K -Flcche)

Seien N, K € Nmit0 < K < N. Eine Teilmenge M C RN heifit K -Fliiche, wenn es zu jedem x° €
M eine RN-Umgebung U von x°, ein Parametergebiet P so wie ein parametrisiertes K -Fléichenstiick
¢ : P — RN mit o(P) = M NU gibt.

Satz 12.8 Sei Q C RN eine offene Menge und M C Q eine Teilmenge. Gibt es fiir 0 < L < N ein
f € CYHQ,RY) mit

1. M:={zecQ|f(x)=0}

2.vg (Jp(z)) = L fiir z € Q

Dann ist M eine (N — L)-Fliiche.

Beachte: rg (Jp(z)) = L < {V fi(x),...,V fi(z)} linear unabhiingig sind.

Beweis. Fixiere X € M. Es gilt J(X) besteht aus L Zeilen und N Spalten. Da der Rang der Jacobi-
matrix gleich L ist, existiert eine regulidre L x L-Untermatrix. Nach geeigneter Umsortierung kann
angenommen werden, dass die ersten L Spalten linear unabhingig sind. O

Generalvoraussetzungen

-NeNsy Ke{l,...N—-1} M:=N-K

-FCcRN

-U c RN ist eine Umgebung von p € RN, wenn p € U und U offen ist.

Definition 12.9 i) (K -Nullfliiche)

Wir nennen F' eine K-Nullfliche, wenn es zu jedem p € F eine Umgebung V von p und ein ¢ €
CH(V,RM) derart gibt, dass gelten

(@ VNF = {z|y(z) =0} (b) Jy,(x) hat fiir alle x € V Héchstrang M

Definition 12.9 ii) (K-Bildfliiche)

Wir nennen F eine K-Bildfliiche, wenn es zu jedem p € F eine ,,Karte* gibt, d.h. ein (U, V, ) mit
-U c R¥ ist offen

-V ist eine Umgebung von p

-p € CHU,RN)

so dass gelten

@VNF =)

(b) J,(u) hat fiir alle w € U den Héchstrang K

(c) ¢ : U — V N F ist ein Homoomorphismus, d.h. bijektiv und in beiden Richtungen stetig.

Definition 12.9 iii) (K-Fliiche)

Wir nennen F' eine K-Fliche, wenn es zu jedem p € F Umgebungen V und U von p bzw. 0 und einen
C-Diffeomorphismus ® : U — V gibt mit

(@) VNF = @(Uo) mit Uy := {u S U|Uk+1 =..=Un= 0}

() p = 3(0)
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Verbildlichung der Definition 12.9

RM
(i) Nullfliche (ii) Bildfléche (iii) Volle Darstellung

Satz 12.10 Die Darstellungen (i) - (iii) aus Definition 12.9 sind dquivalent.

Beweis. (Idee)

Diesen Satz beweisen wir in drei Schritten:

(1) F ist K-Fliche = F ist K-Nullfliche und F' ist K -Bildfliche.

(2) F ist K-Nullfliche = F' ist K-Fliche.

(3) F ist K-Bildfliche = F ist K-Fliche.

Hierbei ist (1) leicht durch Untersuchen von Komponenten von &1 := ¥ und ® zu sehen. Fiir (2)
und (3) benutze den Satz von der Umkehrfunktion.

Beweis. (Skizze)
Zu (1) sei ® : U — V der C'-Diffeo aus (iii) und ¥ := &~ : V — U, dann hat
v:V — RM

Uri1(z)

€T

e ()

die in (i) (K -Nullfliche) geforderten Eigenschaften. Zur Darstellung als K -Bildfldche (ii) definiere

U
U={uecR¥|| ... | eU}
0
dann ist U C RX offen und
@:0 — RN
u — P(u,0)
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erfiilt die in (ii) geforderten Eigenschaften.

Zu (2): Ist F' eine K-Nullfliche nach (i), dann gibt es eine Umgebung V' von p und eine Funktion
¢ € CYHC,RM) mit den in (i) beschriebenen Eigenschaften. Insbesondere sind die Gradienten der
Komponenten von 1) linear unabhingig. Erginze diese Vektoren durch {b',...,b%} zu einer Basis
des RN und definiere

v:V — RN
<blz—p>

T = <bl.z—p>
P(z)
Fir k = 1...K gilt dann v Wy (z) = b* und fiir m = 1..M gilt VU, () = V() diese

Vektoren sind fiir z = p nach Konstruktion linear unabhingig, daher gilt det <J\p (p)) # 0 Nach dem

Satz von der Umkehrfunktion ist dann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (sonst verkleinere V') ¥
ein C'!'-Diffeomorphismus auf U := ¥ (V') und ® := ¥~! hat die in (iii) geforderten Eigenschaften.
Zu (3): Seien V; eine Umgebung von p € F und U; C RX eine offene Teilmenge sowie ¢ €
C*(Uy,RY) mit deb Eigenschaften (a) V3 N F = ¢(U1), (b) dip(u) sind fiiri = 1...K und u € Uy
linear unabhéngig und (c) ¢ : Uy — V4 N F ist Homoomorph, gegeben. Es kann ohne Einschrinkung
angenommen werden, dass 0 € U; liegt und ¢(0) = p ist. Dann sind insbesondere ;¢ (0) sind
fiir i = 1...K linear unabhingig und konnen mit b', ..., b™ zu einer Baisi des RN erginzt werden.
Definiere

&, U xRM — RN
M
(U,S) = @(u)+zsmbm
m=1

Dann ist 1 einmal stetig diff’bar und die determinante der Jakobimatrix von @4 ist im Punkte (0, 0)
nicht 0. Wende nun den Satz von der Umkehrfunktion an und erhalte eine Umgebung Us von 0 und
0 > 0 derart, dass

D)

= (I)1|U2><URM (0,8)

ein C''-Diffeomorphismus auf V5 := ®5(Us x Ugm (0, )) ist. Wegen (c) gibt es nun eine Umgebung
V3 von p so dass mit Us := ap_l (FNV3)und ¢ := Plu, weiterhin (a), (b) und (c) gelten. Insbesondere
konnen also Elemente aus V3 als ¢(u) dargestellt werden, wenn sie Elemente von F' sind. Wihle nun
p > 0so, dass fiir U := Ugn (0, p) und ® := &y, gilt:

Vi=3U) C VanVs
Dann ist ® ein C''-Diffeo, der die in (iii) geforderten Eigenschaften erfiillt. O
Satz 12.11 Sei Q C RN eine offene Teilmenge und f € C'(Q,R). Dann ist der Graph von f
U
G fi= { - ) u € Q }
fu)

eine N Fliche im RN+1
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Beweis. Fiir v € () liefert die Definition

u
o(u) := .
f(u)
eine C'-Funktion von €2 in den RV *! und es gilt
en’
Omp(u) =1 ......
Om f (u)

mit e,, sind die Einheitsvektoren im RY. Diese Vektoren sind linear unabhingig im RY*1, da schon
die e,, unabhiingig im RN sind. Weiter ist ¢ injektiv und es gilt

uF U
) f(u)
daher ist die Umkehrfunktion von ¢ stetig also ein Homdomorphismus. Daher folgt die Behauptung
aus Definition 12.9 (ii) O

Definition und Satz 12.12 (Normal- und Tangentialraum)
Sei I eine K-Fliche und p € F sowie

Yp:V—-RM und ¢:U—RN

seien Darstellungen von F' als Null- bzw. Bildfliche. Aus der Dartstellung als K-Nullfliiche erhalte
den Normalraum an F mit

NpF = span{V ¢;|i = 1...M}
und aus der Darstellung als K-Bildfliche erhalte den Tangentialraum an F mit
T,F = span{0;p;li = 1..K'}

Diese Rdume sind geometrische Grofien, d.h. unabhingig von den gewdhliten Dartstellungen. Und es
gelten
T,F + N,F =RY und T,F L N,F  kurz: T,F = (N,F)*

Beweis. Es gelten

Ymop(u) = 0
N
5k(¢1m090)(u) = Zanwm(sp(u)) 8n<p(u) =0
n=1

Damit gilt firu = 0

N
Ok (Ym0 d)(0) = > Ontbm((0)) - Onp(0)
n=1

N
- Z 8n¢m(p) : an@(o)
n=1

= < VYnu(p),Okpn >=0

Also gilt T, F' = (NpF)L. Fiir festes v und verschiedene ¢ und ¢ sind sowohl 7}, F" als auch TI;F das
orthogonale Komplement von N, F' und daher einander gleich. Argumentiere analog fiir N, F'. O
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13 Male

13.1 Mengenringe und additive Mengenfunktionen

Im Folgenden bezeichne

- X, Y beliebige Mengen

- PB(X) die Potenzmenge von X, d.h. B(X) ist die Familie aller Teilmengen von X.
- §(X,Y) die Menge aller Funktionen von X nach Y.

Definition 13.1 (charakteristische Funktion)
Fiir eine Menge A € B(X) nennen wir

xa:X — {0,1}
. 1 firzeA
o 0 firzg A

die charakteristische Funktion von A.

Bemerkung Zu allen f € F(X,{0,1}) gibtes ein A € P(X). Insbesondere ist

ciPX) — F(X,{0,1})
A = Xxa

bijektiv.

Lemma 13.2 (Eigenschaften der charakteristischen Funktion)
Fiir A, B € B(X) gelten

Xg = 0
xx = 1
2
XA = XA
XAnB = XA — XB
XAUB = XxXAat+XxB
XAUB = XA 1+ XB — XAXB
_ XA — XB falls BC A
XaB = XA (1—xpB) sonst

ACB & xa<xs

Beweis. Nachrechnen fiir € Aund = ¢ A. O

Definition 13.3 ((Mengen-)Ring, additive Funktion, symmetrische Differenz)

Eine Familie R C PB(X) nenen wir einen (Mengen-)Ring, wenn fiir alle A, B € R auch die Mengen
AU B, AN B, A\B in R enthalten sind.

Eine Funktion 1 : R — [0, 00) nennen wir additiv, wenn fiir alle A, B € R mit leerem Schnitt gilt

(AU B) = pu(a) + u(B)
Wir definieren die symmetrische Differenz durch

S(A, B) := (A\B) U(B\A)
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Bemerkung Wir verwenden die Bezeichungen aus Definition 13.3.

Firalle A, B € Rist S(A, B) € R, denn AU B und A\ B sind in fR.

R ist schon dann ein Ring, wenn fiir alle A, B € R die Mengen AU B und A\ B in R enthalten sind,
denn AN B = A\(A\B).

Lemma 13.4 Sei R ein Ring, A, B € R und 1 eine additive Funktion, dann gelten

ACB & uA) < uB) (D

n(AUB) = p(A)+ pu(B) — u(ANB) 2
B (A) — u(B) falls B C A

nA\B) = { ,u(A)liu(B)/i;t(B\A) sonst 3)

Beweis. Nachrechnen.

Definition und Satz 13.5 (von einer Menge erzeugter Ring)
Sei M C *B(X), dann ist der Durchschnitt aller Ringe die M als Teilmenge enthalten, selbst wieder
ein Ring und wird der von M erzeugte Ring genannt. Notation R .

Beweis. Seien A, B € Ry, dann ist AU B € Ry und A\ B € Ryy. O
Satz 13.6 Sei J C B(X) eine Mengefamilie mit den Eigenschaften

In VLJej INJed
K

(2) Vijes I\ = U I, mitly€d
k=1

Dann ist

K
ER::{UIK’Ikeﬁ}

k=1

Der von J erzeugte Ring und es gilt

L

m:%::{ng‘Jlej}

Ist weiterhin p : 3 — [0, 00) additiv, so ist aucb

iiR=m — [0,00)

o=l

L
Lo~ Y (D)
=1

~

=1
wohldefiniert und additiv

Beweis. (Skizze)
(1) Um nachzuweisen, dass A ein Ring ist miissen die Eigenschaften
(i) AUB € Rund (ii)) A\B € R
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nachgewiesen werden. Hierbei ist (i) klar, denn eine Vereinigung von endlichen Vereinigungen ist
selbst wieder endlich und (ii) folgt aus (I2) und den Demorganschen Regeln.

(2) Zeige nun R = 9R. Dazu sei
K
A= I em
k=1

und beweise die Behauptung induktiv iiber K. Der Induktionsanfang K = 1 ist trivial und fiir den
Schritt betrachte

X M M

I.A. : o

A= nUIgn = | JnUIk = | (In\Ik41) Ulk1 € R
k=1 m=1 m=1

(3) Zur Wohldefiniertheit und Additivitdt von /i betrachte eine Menge A € 90% mit den Darstellungen

K M
U =4a= {J Jn
k=1 m=1

Definition und Satz 13.7 (Ringe iiber dem karthesischen Produkt)
Seien A C P(X) und B C P(Y) Ringe und o : A — [0,00) sowie 3 : B — [0,00) additive
Funktionen. Dann ist

@::{QAkak’Akem,Bke‘B}

dervon €y :={A x B|A €, B B} erzeugte Ring und stimmt mit

liberein. Weiter ist

wohldefiniert und additiv.
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Beweis. (Skizze)
Nach Satz 13.6 muss nur gezeigt werden, dass €y die Bedingungen (I1) und (I2) erfiillt und dass
Vey additiv ist. Die Bedingungen (I1) und (I2) konnen schnell mit (4; x Bj), (A2 X Bg) € €
nachgerechnet werden. Zur Additivitit betrachte die Mengen (A x B), (A1 x By), (A2 X Bg) € €
mit

(AXB)Z(Al XBl) U(AQXBQ) und A,Al,AQ,B,Bl,BQ%Q

Zeige nun A = A1 U Ay und B = By U By dann ist entweder der Schnitt der A; oder der Schnitt der
B; leer. Setze 0.B.d.A. By N By = & dann folgt A; = As und somit

Y(AxB) = a(A)-B(B) =a(A)- (6(B1) + B(B2))
a(Ar) - B(B1) + a(Az) - B(Bz)
(A1 x By) + (A2 x Ba)

Definition 13.8 (Quader, Maf; Ay )
Ein Quader im RY ist das karthesische Produkt Q := I, x ... x I von N Intervallen I, := [a,b).
Wir definieren das Maf eines Quaders Q im RN durch

Al([a, b]) = )\1((@, b)) = )\1([@, b)) =\ ((a,b]) =b—a

Fiir z,y € RN schreiben wir x < y :< V,, an < b, und definieren damit

Qla,b] = {zeRY |Vya, <z, <by={zcRY|a<z<b}
Q(a,b) = {2 RN |V, an<xp<by,}={zcRN|a<z<b} sowie
1
1 = :
1

Satz 13.9 (Der Ring Ry )
Die Familie Ry aller endlichen Vereinigungen von Quadern im RN ist ein Ring und stimmt mit der

o
Familie der Ry aller endlichen disjunkten Vereinigungen von Quadern des RY iiberein. Weiter ist

)\N:SRNZE;{N — [0, 00)

. K
U — > Q)
k=1 k=1

additiv und wohldefiniert fiir Quader Q).

Beweis. Per Induktion iiber V.
Fiir den Anfang N = 1 sei J C R die Familie aller Intervalle und I, I € J. Dann gelten die
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Bedingungen (I1) und (I2) aus Satz 13.6 und somit folgt die Behauptung fiir N = 1. Fiir den Schritt
von N auf N + 1 fasse RV*! als RN x R auf und definiere

2A := MRy istein Ring nach Induktions Annahme
B := Ry istein Ring nach Induktions Anfang

« := Ay istadditiv nach Induktions Annahme

B := Ap istadditiv nach Induktions Anfang

FiiI'QN_H = QnN X IN+1 =L x...xIyx IN+1 mit I,, € T gilt
AN+1(@n+1) = AN(QN) - M (In+1)
und somit folgt die Behauptung aus den Sitzen 13.6 und 13.7. O
13.2 MaBriume
Nach wie vor bezeichne X eine beliebige Menge und R eine Teilmenge von B (X).

Definition 13.10 (o-Ring, o-Algebra, o-Additiv, Mafsraum)

1. R heifit o-Ring, wenn SR ein Ring ist und fiir alle Ay, € R gilt:
U Ak [)Ar e®
i=1 i=1

2. R heifit Algebra [bzw. o-Algebra], wenn ‘R ein Ring [bzw. o-Ring] ist und X € ‘R ist.

3. Eine Abbildung 11 : R — [0, 00| heifit o-Additiv, wenn fiir Ay, € R gilt

pl UJae | =D A
k=1 k=1

Ist R, nur* ein Ring, so muss die unendliche disjungte Vereinigung der Ay, in ‘R enthalten sein.
4. (X, 6, ) heifpst Mafsraum. wenn S C B(X) eine o-Algebra und u S — [0, oo] o-Additiv ist.

5. X heifit o-endlich beziiglich R, wenn mit Xy, € ‘R gilt
o
o L]
X =Jxp=JX]
k=1 j=1

6. Als Konvention fiiren wir 0 - (+00) = (+00) - 0 = 0 ein.

Lemma 13.11 Fiir ay; € [0, co] gilt

SN =L

k=1 1=1 =1 k=1

=
i
Nk
WE
E
I



Beweis. Der Sonderfall, dass es ein k7 gibt, so dass die Summe iiber die [ den Wert +oo annimmt und
damit L = +oo gilt ist trivial denn es gilt

oo
Rzzakll:+OO:L
=1

Im Hauptfall, dass es ein solches k; nicht gibt, die Summe iiber die [ also fiir alle %k kleiner als +oco
ist, sei ein € gegeben, dann gibt es ein K so dass

Koo L—¢ firl <400
> E E > =:
R_k—ll—lakl_{ % fier_—i—oo} e

Da ¢ beliebig war folgt R > L und aus Symmetriegriinden auch L > R. O

Im Folgenden setzen wir stets voraus:
Vi R CP(X) istein Ring.

Vo p:R — [0, 00) ist additiv.

V3 X ist o-endlich bzgl. fR.

Definition 13.12 (Auferes Maf3, Nullmenge)
Fiir M € B(X) definieren wir das duflere Maf3 als

(M) = inf{iu(Ak) ’Ak €9 und M C G Ay }
k=1 k=1

Weiter heifst M Nullmenge, wenn 1v* (M) = 0 ist.

Satz 13.13 (Telmengen von Nullmengen sind Nullmengen)
Sei N C P(X) die Familie aller Nullmengen, dann ist Nt ein o-Ring. Insbesondere gilt damit fiir alle
Z € P(X) und fiir alle N € N

ZCN=ZeN

Beweis. Wir wollen zeigen, dass fiir N € 91 auch die unendliche Vereinigung iiber die /Ny, in I
enthalten ist. Wihle also zu jedem N Mengen Ay; € R mit den Eigenschaften

[e.e] [e.e]
Ny C U Ay und ZAM < Ek
=1 =1

Dann gilt
[e.e] oo o0
N = U N C U U Ay
k=1 k=11=1
und damit
oo o o
pEN) =03 uAr) <) en
k=1 I1=1 k=1
Wiihle also e := ¢ -27%, dann ist u*(N) = 0. O



Lemma 13.14 (Eigenschaften von 11*)
Fiir M; € B(X) und A € R gelten

1. p*(@)=0
2. Fiir My C My gilt p*(My) < p*(My)

3 1t (A) = p(A)
4. p* (U Mk> < >0 (M)
i=1 i=1
Beweis. 1. - 3. sind klar, zu 4. definiere
L= p* (U Mk> <> (M) =R
i=1 i

und betrachte den Sonderfall, dass es ein k; gibt so dass u*(My, ) = +oc ist, dann ist R = +oo.
Im Hauptfall, dass fiir alle k& das duBere MaB} der M}, nicht unendlich groB ist wihle Ax; € R mit den
Eigenschaften

oo o
My c | JAn und (M) +er > Y Ag
=1 =1
Dann gilt

w* (U Mk) < ZZM(AM) < ZM*(Mk;) + ek

Lemma 13.15 (Eigenschaften der symmetrischen Differenz)
Fiir A, A1, As, Ai, B, B1, By, B;,C € P(X), I eine Indexmenge und die symmetrische Differenz

S(A, B) := (A\B) U (B\A) gelten
S(A,B) = 5(B, 4)
S(A,B) = S(X\A4, X\B)
S(A1\ Az, B1\By), S(A1 N Az, B1 N By), S(A1 U Ay, By U By) C S(A1, B1) U S(Ag, By)
: (yz»gﬁ) s(gannm) « g
5. S(A,B) C S(A,C)US(C, B)

Beweis. (Idee)
3. folgt aus 4. und 4. folgt aus 2. und Demorgan. Rest Nachrechnen.

Definition und Lemma 13.15 ’ (halbmetrik auf B(X))
Seien die Bezeichnungen wie grade. Die Abbildung

d:P(X) xP(X) — [0,00]
(A,B) — p*(S(4,B))

ist fast eine Metrik, und es gelten
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DIST1’ d(A,B)=0 < S(A,B)e™M
DIST 2’ d(A,B) = d(B, A)
DIST 3’ d(A,B) < d(A,C)+d(C, B)
Weiter gelten

d(A1\Ag, B1\Bs)

d(Al NAs, BN Bg) < d(Al, Bl) + d(AQ, BQ)
d(Al UAs, B1 U Bg)

i(yays) | o
d ﬂAi,ﬂBi) _; e B

el icl

Beweis. Folgt unmittelbar aus Lemma 13.15 O

Generalvoraussetzungen

Wir erweitern die bisherigen Generalvoraussetzungen
Vi R CP(X) ist ein Ring.

Vo p:R — [0,00) ist additiv.

V3 X ist o-endlich bzgl. R.

um eine Alternative

Vi, X eRund pu(X) < o0

Satz 13.16 Unter den Voraussetzungen V1, Vo und Vg ist
S :={S e P(X)|d(S,A) — 0 fiir cine Folge (Ay) aus R }
eine o-Algebra und ,u|*6 ist o-additiv. Dabei gilt fiir alle S € &
pr(S) = klirgo p(Ag) falls d(Ag, S) — 0

Beweis. (Skizze)
1. Zeige: G ist ein Ring.
Fiir 51,52 € & gibt es Folgen (A1), (A2x) C R mit d(S;, A;x) — 0. Mit Lemma 13.15 gilt

d(S1 NS, A1, N Agy) = d(S1, Aig) + d(S2, Aag) — 0

2. " ist o-additiv auf &.
Seien S = S; U S5 € & mit (A1), (Agg) C R wie oben, dann betrachte

i (8) = ["(S1) + 1" (52)] | < d(Aug U Azy, S) + d( A, 1) + d( Az, S2) + (Av 0 Agg) = 0

Also gilt p*(S) = p*(S1 U Ss) = p*(S1) + p*(S2) Hiermit verallgemeinere zu
S:=[JS mitS Se
k=1
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Es gelten

K
K °
pr(s) > Z denn U cS
k=1 k=1
K
. K
|l USe| = DSk
k=1 k=1

Mit dem Grenziibergang K — oo folgt die Behauptung.
3. Zeige: G ist eine o-Algebra. Definiere dazu

S=JS  mitS; € & und S € P(X)
k=1

Wihle Hierzu A € R mitd(Ag, Sk) < ep:=¢ 27 dann gilt

d (S, [j Ak> = d(([j Sk, [j Ak> < id(Sk,A[() <e€
k=1 =1 k=1 k=1

Stelle S nun als disjunkte Vereinigung dar, via S := 51 und Sp | = Sk41\ U S} dann folgt aus
J<k
der o-Additivitit von p* auf &

K 0o
dlssUsi|=w| U si|< D wish<e
k=1 k=K+1 k=K+1

a

Satz 13.17 Unter den Voraussetzungen V1, Vo und Vs ldsst sich R zu einer o-Algebra erweitern, so
dass | = uf@ eine o-Additive Abbildung ist. Dann ist (X, S, u) ein Mafiraum. Genauer gilt

S :={5eP(X)|V; d(SnXj,A) — 0 fiir eine Folge (4;) C R mit 4, C X; }

Mit den X aus 13.10 (5) und weiter ist
o
u(s) = 38N X)
j=1

Beweis. (Skizze)
nach Voraussetzung ist X o-endlich beziiglich R, d.h. es gibt X; € ‘R so dass

Definiere den Ring R; sowie die o-Algebra &; wie folgt

Ry = {AeR|ACKX;}
Gj = {SE‘B(X)‘SCXjundd(Ak,S)—>()mitAk€£Rj}
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Bleibt zu zeigen, dass p o-additiv ist. Hierfiir muss gezeigt werden, dass

[e.e]
wH(S) =) _u (SN X;)
J=1
gilt, sei dazu d(S N X;, 4;) < -2~ mit A; C X; € R. Definiere S N X; =: B, dann zeige via

Abschétzung von
J

J
w | U B; —Zu*(Bj)’
J Jj=1

2

dass die Gleichung
o o0
pi(S) =p | UBj | <D wi(B))
j=1 j=1
gilt. Der Sonderfall 11*(.S) = +o0 ist trivial, betrachte also fiir den Hauptfall
J
U Bj cS
j=1
und fiithre den Greziibergang von J — oo durch. O

Definition und Satz 13.18 (Volistindiger Mafiraum, o-endlicher Mafiraum)
Ein Mafiraum (X, S, u) heifit vollstindig, wenn jede Teilmenge einer Nullmenge selbst eine Nullmen-
ge ist. Wir definieren die Familie der Nullmengen in G durch

So:={5€ 6 |u(S) =0}

Der Mafiraum heif3it o-endlich, wenn
X=JX; mit X;C&p:={9€6&|uS) <o}
j=1

Hierbei ist G die Familie der Mengen mit endlichem Maf beziiglich . Die nach Satz 13.17 konstru-
ierten Mafrdume sind vollstindig und o-endlich. O

Definition und Satz 13.19 (Lebesgue-Maf3, Lebesgue messbare Mengen)

Sei X := RN, dann erfiillen Ry = RN und \y die Voraussetzungen V1, Vo und V3. Die hieraus
nach Satz 13.17 konstruierte o-Algebra Sy heifst Familie der Lebesque mefSbaren Mengen im RN
und \y = )\N|FSN heft Lebesgeu-Maf. Der Mafiraum (RN, &y, Ay ) ist vollstindig und o-endlich.

O

Definition und Satz 13.20 (Produkt von Mafridumen, Produktmaf3)
Seien (X, U, o) und (Y,*B, 3) volistindige und o-endliche Maf3riume, dann ist

K

9‘{:9(2{:: UAkXBk‘AkGQlFundBkG‘BF
k=1
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ein Ring, X x 'Y ist o-endlich beziiglich R und

T R:;{ — [0, 00)

K

. K

UArx By = D a(Ar) - B(By)
k=0 k=1

ist additiv. Damit sind die Voraussetzungen V1, Vo und Vs erfiillt, d.h. der nach Satz 13.17 konstruierte
Mafraum (X x Y,&, ) mit 7 = M| st vollstindig und o-endlich und heifst das Produkt der
Mapriume (X, 2, «) und (Y,B, 3) und 7 heifit das Produktmayfs. O

Satz 13.21 (RN, &y, \y) ist das Produkt der Mafriume (RN, Gy, \n,) und (RN?, S pn,, An,)
wenn N = N; + Ns gilt.

Beweis. (Idee)
Zeige (RN, Sy, A\y) = (RN, &, ) durch den Nachweis von Sy C &, C Gy und \* < 7 < \*

Lemma 13.22 Im RY sind alle offenen Mengen mefibar

Beweis. Es gilt
RN = U W, mit W, := Qlz, 2z + 1]
2ezZN

Mit 2 € RY und der Gaussklammer gilt dann z,, = [z,,] + 7, mit 7,, € [0, 1), daher ist z € W[z].
Betrachte die Abbildung

RN — RN

z — 27M.z

und definiere W, . := Q[27"2,27™ (2 — 1)] fiir € Z". Sei nun Q C RN eine offene Teilmenge
und z € , dann gibt es ein z € Z” derart, dass fiir ein hinreichend groBes m gilt: z € W2 C 2.
Daher
Q= |J W
Win,»CS2

Definition und Satz 13.23 (Borell-Menge)
Jedes S € Gy gilt
S = B\N

mit einer Nullmenge N € Gy und B € *B. Dabei ist B die von den offenen Mengen erzeugte o-
Algebra. B € ‘B heifst Borell-Menge.
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14 Integration

14.1 MeBbare Funktionen

Im Folgenden sei (X, &, ) ein vollstindiger, o-endlicher Mafiraum und f, g, fx, gk, - - - € S(X,R).

Definition 14.1 (Mefibare Funktion)
Eine Funktion f heif3t mefibar, wenn fiir alle o € R gilt

{z][f(z) >a}e6
Lemma 14.2 Fiir eine Funktion f sind dquivalent
1. f ist mefibar
2. Fiiralleac e Rgilt: {x| f(z) >a} €&
3. Fiiralleao e Rgilt: {z | f(z) <a} €&
4. Fiirallea € Rgilt: {z| f(z) <a} €&
5. Fiir alle Intervalle I C R gilt: f~Y(I) :={z|f(z) €1} €&

Beweis. (Ansatz)
Zu (1.=2.): Firalle k € N5 gilt f(z) > o — % < f(z) > a und weiter ist

{elf@) 2a}= |J {#]f@) >a-1}e6

k€N>o

denn & ist eine o-Algebra.
Fiir (2. = 3.) betrachte

{z|f2) <a}=R"\{z|f(z) 2a} €6
Uusw... O

Satz 14.3 Alle f € C°(RN,R) sind mefbar

Beweis. Das Intervall («, o0) ist offen und es gilt
{o]f@)>a}=F"((a,0)
Unter stetigen Abbildungen sind Urbilder offener Mengen offen und diese sind nach 13.22 me3bar. O

Lemma 14.4 Scien fiir k € N Funktionen fi, mefibar, dann sind auch

sup{fr} inf{fr} limsup{fx} liminf{fz}

mefibar. Insbesondere sind alle Funktionen f mefibar, die man als punktweisen Grenzwert mefibarer
Funktionen schreiben kann.
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Beweis. Fiir x € X gilt
1
Sl/ipfk(x) > @ & Vmen Jpenfu(z) > a — —

und damit folgt, da & eine o-Algebra ist, folgende Gleichung

{z]swp file) > a} = () U {x\f(x)>a—%}66

meN keN

Anlalog folgt die Aussage fiir inf fiund damit auch fiir

im sup fx(x) = inf sup fi(x)

lim su )= 1
pfk( ) K—>ook2K K—>ook2K

und analog fiir lim inf fy. O

14.2 Definition und grundlegende Eigenschaften des Integrals

Definition 14.5 ( Einfachfz Funktion, Standartdarstellung, Treppenfunktion, Integral)
Eine Funktionf € §(X,R) nennen wir einfach, wenn

Im(f) = {= € R|Jyex f(z) =z}
endlich ist. Sei nun §Im(f) = K, dann nennen wir
K
=) w-xs, mitSk:={yeX|f(y)=wx}undp({ylf(y) #0}) < o0
k=1

die Standartdarstellung von f. Eine einfache, mefibare Funktion mit Im(f) = f(X) C R nennen wir
eine Treppenfunktion t und definieren das Integral von t durch

K

K
/ tdu = Z wg - p(Sk) mitt = Z wy - X, ist die Standartdarstellung von ¢
X k=1 k=1

Die Menge aller Treppenfunktionen bezeichnen wir mit ‘<.

Satz 14.6 (Eigenschaften von )

1. Seien'l] € G und v; € R, dann gehort

L
t = Zvl . XTZ
=1

zum Raum ¥ der Treppenfunktionen und es gilt
L
/ tdp = o p(T)
X 1=1
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2. Der Raum ¥ der Treppenfunktionen ist ein R-Vektorraum und das Integral

I: ¥ — R

t|—>/td,u
X

ist linear und monoton.

Beweis. (Skizze)
Zu 1.) Im Allgemeinen gilt nicht 7; N7}, = & jedoch ist ¢ einfach. Weiter ist die Funktion, als Summe
meBbarer Funktionen, mef3bar und es gilt

L
M= {z|tlz)#0}c T
=1

daher ist p(M) < oo und t ist eine Treppenfunktion. Es bleibt zu zeigen:

L K L K
(1) Ywexs =Y vexn = Yowep(S) =Y v plT) (2)
=1 k=1 =1 k=1

Betrachte den Sonderfall K = 1 und fiir alle / gilt S; C 77 =: T dann ist zu Zeigen:

L L
!

S wiexs, =vexr = > w-p(S) =v-u(T)

=1 =1

Beweise den SOnderfall nun per Induktion iiber L. Der Anfang fiir L = 1 ist klar, denn dann gelten
wy = v und S; = T Fiir den Schritt von L auf L + 1 betrachte
L
Zwl‘XSl+w‘XS:U'XT mit w := wr4qund S := Sp4q
=1

Forme diese Aussage unter Ausnutzung der Induktionsannahme und der in Lemma 13.2 gezeigten
Eigenschaften der charakteristischen Funktion um zu

L+1
Zwl',u(SlﬂS) =v-pu(T) denn p(S;NS) = Spy1 = Sfirl=L+1
=1

Da p additiv ist folgt die Aussage fiir den Sonderfall. Fiir den Hauptfall betrachte eine Umformung
von Formel (1)

L K L K
Zwl'XSz+Z(_Uk)'XTk:OZO'XU mitU::USlUUTk
=1 k=1 =1 k=1

Mit dieser Umformung gilt der Sonderfall auch hier und wir erhalten die Aussage vom ersten Satzteil
Zu 2.) Seien o, 8 € Rund ¢, s € T zwei Treppenfunktionen, dann gilt

L

K
a-t+p3-s = z:(avz)')(Tl+z:(5wk)‘XSkET

=1 k=1
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Damit ist T ein R-Vektorraum. Zur Linearitit des Integrals betrachte
L K
/ (at+Bs)dp = a-Y v-xn+8- D> we-xs,
X I=1 k=1

= a/ tdu+6/ sdu
X X

Zum Nachweis der Momotonie gelte ¢ < s. Definiere p := s — ¢ > 0 mit der Standartdarstellung

I
p= Zuz “XU;
i=1

Fiir alle 7 ist u; > 0 und damit folgt

1
Sdu—/ tdu—/pdu— u; - p(U;
/X X X ; )

:>/td,u§/sd,u
X X

Definition 14.7 (Integral einer mefibaren Funktion)
Fiir eine mefbare, nicht-negative Funktion f : X — [0, o] nennen wir

/deu = sup{/Xtdu‘fztunthT}

das Integral von f iiber X. Fiir eine mef3bare Funktion f : X — R nennen wir

/deu :Z/Xf+du—/xf—du

mit fi := max{=xf,0} das Integral von f iiber X, falls die rechte Seite in R definiert ist.

Lemma 14.8 Seien f,g: X — R mefsbare Funktionen, dann gelten:
(D) f=Jf+—J-

) fl=f++[-

(3) Fiira > 0 gilt (af )+ = - fy

(4) Fiir o < 0 gilt (af)x = || - f+

(5) Aus f < g folgt f+ < g4 und f_ > g

(6) Das Integral iiber f ist monoton.

Beweis. Die Punkte (1), (2) und (5) sind klar. Zu (3) und (4) betrachte

a>0: (af)r = max{a(£f),a -0} = a-max{£+f,0} = a- fu
a<0:  (“lal- f)s = |o| -max{=f,0}

Die Monotonie des Integrals folgt aus Teil (5) und Satz 14.6.
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Definition und Lemma 14.9 (Das Integral iiber einer Teilmenge) R
Sei A € G eine Teilmenge und f eine mef3bare Funktion. Fiir f : X — R definieren wir

/Afd/i:/xf‘XAdM
/Afduz/XEofdu

Eyf : X — R
. {f(x) firre A

Fiir f : A — R definieren wir

mit der Nullfortsetzung

0 sonst
Die Menge A € G ist ein Mafsraum mit den mefibaren Mengen
&' :={Se6|ScA}
und (/'(S) := p(S) o

Satz 14.10 (Satz von der monotonen Konvergenz [m.K.])
Sei (fi)ken eine Folge mefbarer, nicht-negativer Funktionen von X nach [0, 00|, die monoton steigt,
d.h. fiir alle k gelte 0 < f, < fr41, dann gilt

lim frdu :/ lim frdp
k—oo Jx x k—o0
Beweis. (Skizze) Definiere
f:= lim fg
k—o00

dann existiert f : X — [0, oo] als meBbare Funktion und fiir alle k£ € N gilt f;, < f. Weiter gilt nach
Lemma 14.8

fe<f = /kadu</xfdu

= lim / frdu §/ f:=lim frdu
k—oo Jx X k—oo
Fiir die andere Relation (>) wihle t € T mit f > ¢, dannist f > ¢ := f+, denn f > 0. Definiere nun
te:=t—c-xs mitS:={xe X|t(xr)>0}und u(S) < oo

Definiere weiter Wi, := min{t(z)} und wy,ax := max{t(z)}. Fir alle z € S gilt dann 0 < wyi, <
t(2) < Wmax- Setze € € (0, Wiy ) und

Ty = {x|fl€($) < teps(x)}

Wegen fi < fr41 gilt Ty, C Ty also T, C S. Bezeichne nun den Schnitt iiber alle T}, mit 7" und
zeige T ist leer. Danach gilt

Jim p(Ty) = p(T) =0
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Zeige damit
/ fredp > / tdp — Wmax - W(Tk) — € -pu(S)
X X

Mit den Grenziibergingen £ — oo und ¢ — 0 auf der rechten Seite gilt dann

lim fkduz/tdu—O—Oz/fdu

Die Aussage folgt dann aus

sup{/deM]fE‘Z}:/dey

Bemerkung (Varianten vom Satz iiber die monotone Konvergenz)
Der Satz 14.10 gilt auch fiir Folgen g < fi < fr11 mit

/ gl dp < oo
X

sowie fiir monoton fallende Folgen g > fr > fi+1. Seien fiir ¢ = 1...00 Funktionen 0 < g; mefbar,

dann gilt auch
o / oo
Z gidp = / Zgi dp
i=17X Xi=1

Lemma 14.11 Jede mefibare Funktion f : X — [0,00] ist punktweiser Grenzwert einer aufstei-
genden Folge (t,) C T von Treppenfunktionen. Ist f in R beschrinkt, so ist die Konvergenz sogar
gleichmdpfig.

Beweis. Definiere I); := [0,2™) und I, := [2™ oc], dann bilden diese Intervalle eine Zerlegung

von [0, 00| = Iy U I. Zerlege Iy nun in Teilintervalle der Linge 2=M durch
I o= [m-27M (m+1)-27M) mito<m <2?M —1
Mit dieser Zerlegung gilt
IngitomUlnrgtomer = [2m - 2= MFD 20 1) . 2= (MHDy — 1

Wir haben unsere Zerlegung von [0, co] also verfeinert zu

22M_1

0,00] = | J InmUln

m=1
Definiere nun eine Folge (tx) C ¥ durch

B oM fiir f(z) € I
tm(z) = { m-2—M fir f(z) € Inm

Fiir f(x) € Ingm giltnun 0 < f(x) —tpr(z) < 27M und somit bereits die gleichmiBige Konvergenz
fiir beschriinktes f. Betrachte nun die Fille
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1. (f = +o0) : Nach Definition ist ¢/ (x) = 2. Durch den Grenziibergang M — oo erhalte die
Aussage.

2. (f < +00) : Indiesem Fall gibt es ein M, so dass f(z) < 2Mi= also gilt fiir alle M > M ;. die
Ungleichung 0 < f(z) — tar(x) < 27M und damit die Aussage. 0

Satz 14.12 Sei [a,b] C R ein Intervall und f : [a,b] — R sei Riemann-Integrierbar, dann existiert
auch das Lebesgue-Integral von f und beide sind einander gleich, d.h.

b
d\ = d
s Jd\ /a f(t)dt

Beweis. (Idee)
Definiere Treppenfunktionen ¢,,, und ,, deren Integrale mit der Ober- und Untersumme des Rieman-
Integrals iibereinstimmen und betrachte ¢, < f < [

Lemma 14.13 Fiir o > Ound f,g : X — [0, 00| gelten

/Xa-fdu=a/xfdu und /X(f+g)du=/deu+/xgdu

Satz 14.14 Sei S C X eine Teilmenge und f : S — R mit definiertem Integral, d.h. es gilt nicht

Lﬁ@=éﬁ@=w

/fdu:Z/ fdu falls S =8,
s j=175i j=1

Definition 14.15 (Der Raum der integrierbaren Funktionen)
Sei A € P(X) mefbar, dann definieren wir den Raum der iiber A integrierbaren Funktionen durch

Dann gilt

£(A) :== {f: A— R | f ist meBbar und /X|f\du<+oo}

Satz 14.16 Der Raum £(A) ist ein R-Vektorraum und die Abbildung
I:2(4) — R
oo [t
A

ist monoton und linear.

Beweis. (Skizze)
Das £(A) ein R-Vektorraum ist folgt aus Lemma 14.13 und die Linearitit rechnet man mit f leicht
nach. Zum Nachweis der Monotonie definiere h := —(f + ¢) und Zeige

f+9g+h=0 :!>/fdu+/gu+/hduzo
A A A
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Zerlege hierzu A nach Satz 14.14 in Teilgebiete auf denen f, g und h jeweils ein festes Vorzeichen
haben. Unterscheide die folgenden Fille:

Falll: Eine der drei Funktionen ist gleich Null, dann folgt die Aussage sofort, denn 0.B.d.A. sei f = 0,
dann ist g = —h.

Fall2: Alle Funktionen haben ein gleiches Vorzeichen. Dieser Fall kann wegen f + g + h = 0 nicht
eintreten.

Fall3: Zwei Vorzeichen positiv, eins negativ. Gelte 0.B.d.A. f, g > 0 und h < 0 dann betrachte

/Afdqu/Agdqu/A—(erg)du=0 1g3Afdu+Agdu:A(f+g)du

somit folgt die Aussage aus der linearitét.
Fall4: Zwei Vorzeichen negativ und eins positiv. Dieser Fall kann per Multiplikation mit —1 auf den
Fall 3 zuriickgefiihrt werden. g

Definition und Lemma 14.17 (fast immer / fast iiberall)

Sei A(x) eine Aussage iiber © € X. Gibt es eine Nullmenge N € S so dass fiir alle © € X\N die
Aussage A(x) gilt, dann sagen wir A(x) gilt fast immer bzw. fast iiberall (f.ii.).

Das Integral iiber einer Nullmenge hat immer den Wert 0. Insbesondere gelten mit f,g € £(A)

b's b's
W(SUB) =0 = [ fau= [ fa
A B
Beweis. Zeige, dass fiir alle Nullmengen N € & und fiir alle f € £(A) gilt

/Nfdu:O

Sei dazu f >t € ¥, dann gilt

K K
/tdu:Zwk'u(SkﬂN):() mitt:Zwk-ng
N k=1 k=1

= /Nfd,u:sup{/Ntd,MthET}:O

Fiir f = g fast tiberall gilt: Es gibt eine Nullmenge N € & derat, dass fiir alle x € X\N gilt
f(z) = g(x). Und nach den Rechenregeln fiir die Symmetrische differenz gilt fiir 11(S(A, B)) = 0,
dass sich A und B nur um eine Nullmege unterscheiden. O
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14.3 Integrale in Produktriumen

Im Folgenden bezeichne (Z := X x Y, &, m) das Produkt der MaBridume (X, 2, o) und (Y, B, 3).

Definition 14:18 (iterierte Integrale)
Sei f : Z — R mefbar, dann definieren wir - sofern moglich - die iterierten Integrale durch

a [ ][ s@nas)| e
@) [ | [ s daw) as)

Hierbei heifit -sofern méglich- fiir (I11), dass fiir fast alle x € X gilt: f(x,-) ist B-mefibar und

/Y(f(x,-))+dﬁ<oo oder /(f(x,-))dﬁ<oo

Y

0= [ sayas = [ (tw), a5 [ () as

fiir fast alle x € X definiert. Weiter soll F' eine A-mefibare Funktion sein mit

Dann ist

/F+da<oo oder /Fda<oo
Y Y

Fiir (12) gilt selbiges analog.

Satz 14.19 (Satz von Fubini fiir nicht negative Funktionen (FuB))
Sei f: Z =X xY — [0,00] meSbar, dann gilt

/zfd”:/x</yfdﬂ> da:/y</dea> a8 (FuB)

Insbesondere existieren also die Iterierten Integrale und sind einander gleich.

Beweis. (Skizze)

Reduziere zunéchst auf den Fall, dass f eine Treppenfunktion ¢ € ¥ ist. Dies ist moglich, denn jede
mefbare Funktion ist punktweiser Grenzwert einer treppenfunktion nach Lemma 14.11 und mit dem
Satz iiber die monotone Konvergenz folgt die Behauptung fiir f.

Reduziere nun auf den Fall, dass ¢ eine charakteristische Funktion ist. Jede Treppenfunktion ¢ € ¥ hat

die Form
K

t:Zwk'XSk mit S, € &p
k=1

Aus der linearitét des Integrals folgt dann aus (FuB) fiir charakteristische Funktionen (FuB) fiir Trep-
penfunktionen. Jede mefibare menge S € & kann als S = B\N mit einer Borell-Menge B und
einer Nullmenge NV dargestellt werden. Insbesondere gilt fiir B

gkm X Bjk:m mit Ajkm € Ar und Bjkm cBrp

H
|| C-g
u C-8

uny
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Zeige nun (FuB) fiir x5 und x .

[xmdn =[5 tim 3" e ) X () )
7=1 k=1

j=1 k=174

= angnoozﬂ(/ljkm X B]k:m)
j=1 k=1

= > lim Y a(Ajn)  B(Bjm)
j=1 k=1

-2 i / [ X 2) Xy, () d8(0) ()

Nun konnen nach dem Satz {iber die monotone Konvergenz die Grenzprozesse wieder mit den Inte-
gralen vertauscht werden und wir haben die Aussage fiir x p gezeigt. Betrachte nun

|
/XNdw:():/ /chwda=/ Blxn(z,)) da
A xJy X
Es sind zu zeigen:

(i) xn (=, -) ist B-meBbar und (i) B(xn(z,)) =0

Da X und Y o-endlich sind kann 0.B.d.A. davon ausgegangen werden, dass N C X; X y; mit
X; € Apund Y; € Bp gilt. Da 7*(N) = 7(IN) = 0 gilt gibt es zu jedem m € N Mengen
Ak € Apund B, € B so dass

chm_UA g X Bpi und Z 'B(Bmk)<%
k=1
gelten. Damit ist
N(LE, ) C Vm(l‘a ) = U Bk
€A
= B (N(,-) <B(Vm Z BBpik) =D B(Bk) - Xy (x) =2 fin(2)
k=1 k=1

iEGAmk

Die Funktion f,, ist meBbar und wegen V,;, O V,,1 monoton fallen. Des weiteren ist f,, durch
B(Yj) - xx;(z) € £(A) nach oben hin beshrinkt. Nach der Variante des Satzes iiber die monotone
Konvergenz fiir monoton fallende Folgen gilt

/ lim f,, da= lim fmda— hm B(Bmk) - a(Amk) < lim i:O
X — 00

m— oo m— oo m—oo m,
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Damit ist N (x, -) fiir fast alle 2z € X eine Teilmenge einer Nullmenge, denn

ﬁ(ﬂ Vm>=0 und  V,, NCV,,
m=1

Da (Y, B, ) nach voraussetzung vollsténdig ist, ist 3(N (z,-)) = 0 fiir fast alle z € X. O

Varianten des Satzes von Fubini:

Satz 14.19 (Variante 1)
Sei f : Z — R eine mefibare Funktion mit

/f+d7r<oo oder /f_d7r<oo
Z Z
dann gilt (FuB) fiir f.

Satz 14.19 (Variante 2)
Eines der beiden iterierten Integrale zu |f| sei kleiner als +oco. Dann gilt dies auch fiir das andere
iterierte Integral. Insbesondere gilt (FuB) und f gehort zu £(Z).

Satz 14.19 (Variante 3)
Fiir S € G und f-xg seien die Voraussetzungen von Satz 14.19 in einer der vorhergehenden Varianten

erfiillt, dann gilt
’ dﬂ = ’ . dﬂ d()d

B /py<s> /s<~,y> Fep)date) o)

Definition 14.20 (Trdger /Support von f, Kompakt)
Fiir eine kompakte Teilmenge K C M schreiben wir K € M.
Fiir A C RN und f : A — R nenne wir

supp(f) == {z € Al f(z) #0}

den Triiger bzw. Support von f. Fiir eine offene Teilmenge Q@ C RN und m € N sei
Cr(©) := {f € C™(Q) | supp(f) € 2}

Bemerkung
Fiir x ¢ supp(f) gibtes ein § > 0 so dass f‘Ua(m = 0 ist.

Fiir f € CY,(€2) ist supp(f) beschrinkt und es gilt
dist (supp(f), RN\Q) := inf { [z — y| |z € supp(f) und y € RM\Q} >0

Lemma 14.21 (Substitutionsregel 1)
Sei A € GLg(N) und b € RY, dann gilt fiir alle f € C§(RN)

[ Azt n) i) = et - [ ) aavt)

Merkregel: y = Az +b = dy = |det(A)| - dzx
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Beweis. (Skizze)
Nach dem GauB-Algorithmus gibt es eine Permutationsmatrix P := (p; ;), eine linke untere Drei-
ecksmatrix L := (I; j) sowie eine rechte obere Dreiecksmatrix R := (r; ;) mit

N
A=PLR und det(A) = det(P) - det(L) - det(R) = (£1) [ [ lnn — 1
n=1

Wegen f € CJ(RN) gibtes ein R € R, derart, dass supp(f) C Q[—R-1,R-1]ist. Es sind also die
folgenden Formeln zu zeigen:

[ tenan@ = [ e awe n
f(Pz)dAn(z) = f(y) dAn(y) )
RN RN
N -1
f(L:C) d)‘n(x) = ( ln,n) : f(y) d)‘N(y) (3)
RN ne1 RN
f(Rz) dAn(z) = f(y) dAn(y) ©)
RN RN

Fiir (1) benutze Induktion iiber N. Der Induktionsanfang folgt mit Satz 14.12 aus der Substitutionsre-

gel im R.

Fiir (2) gilt: P ist eine Permutationsmatrix mit P(z) = (2(n)|n = 1...N). Nach Fubini ist die Rei-

henfolge der iterierten Integrale egal. Definiere also yp, := Zz(p).

Zu (3) benutze Induktion tiber N. Fiir N = 1 betrachte mita :=1; 1 # 0
flaz) 20 = az € [-R, R & z [’j, ’f]

Dann folgt der Induktionsanfang aus der R-Substitutionsregel mit y = ax. Fiir den Schritt von N auf
N + 1seien a := In41 n4+1 und

L/ .
L= 0 S GLR(N + 1)

INy10 -+ INp1iN @

mit einer unteren Dreiecksmatrix L' € GLg(N) dann liefert der Satz von Fubini

N+1 B
/ f(Lz)dAns1(z) = /RN sgn(a) / f(A’:(:’, a-rTNi1+ s(w’)) drni1diy(z')

R

N
mit s(z’) := > Iy - . Substituiere nun yn41 = a - xy4+1 + s(2’), dann folgt die Aussage aus
n=1
der eindimensionalen Substitutionsregel und dem Satz von Fubini.

Fiir (4) benutze wieder Induktion liber N. Der Anfang fiir V. = 1 mir R = ry 7 istklar. Fiir den Schritt
von N — 1 auf N definiere = := (x1,2’) sowie R’ als R ohne die erste Spalte und Zeile und betrachte

f(Rx) d)\N = / f(’l“le'l, R/:E/) d)\l d)\N—l
RN R

RNfl
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Definition und Lemma 14.22 (Halbnorm auf £)
Sei A C X eine Teilmenge, dann definieren wir fiir f € £(A)

= fle :z/Alfda

Dann ist | - | eine Halbnorm auf £(A) und es gilt

[ raal < [ 15140 =111

Weiter gelten
NORM 1 |f]1>0und 0] =0
NORM 2 vfli=1[v]-[flh firyeR
NORM3  [Iflu+gh| < If £ gl < Ifl1 + gl

Achtung Bei (NORM 1) gilt nicht |f|1 = 0 < f = 0, stattdessen gilt diese Eigenschaft (nur) fast
iiberall, da f auf einer Nullmenge z.B. durchaus +00 sein konnte.

Beweis. (Skizze)
Hauptsidchlich nutzen wir die Monotonie des Integrals (nach Satz 14.15) aus. Betrachte

‘/Afdo‘}:‘//‘ﬁ—fda‘zé/AﬁdaJr/Afda14:15/Af++fda:/A|fyda

Die Normeigenschaften folgen ebenfalls aus der Monotonie und den Normeigenschaften des Betrages
in R. O

Satz 14.23 CJ(RN) liegt dicht in £(RY), d.h. jede Funktion aus LI(RY) kann als Grenzwert einer
Funktion aus C§(RN) dargestellt werden.

Beweis. Wir benutzen die folgenden Argumente:

(a) Liegt A dicht in B und b dicht in C, dann liegt A auch dicht in C.

(b) Liegt A dicht in B so liegt span(A) dicht in span(B).

1. Wir wissen: Der Raum der Treppenfunktionen ¥ liegt dicht in £(RY) nach Lemma 14.11
2. Jede Treppenfunktion ¢ € ¥ ist von der Form

K

t:Zwk'XSk mit S, € &p
k=1

nach (b) reicht es aus alle x s mit M € Gp zu approximieren.
3. Nach Definition des Lebesgue-Malles A gibt es eine Folge T}, aus

J

R = 90{ = { L.J Q; ‘ (; sind Quader im RN }
j=1

mit d(T}, M) — 0. Nach (a) und (b) geniigt es statt f € £(RN) alle xq fiir Quader Q C RN zu
aproximieren.
4. Fir Q = Q[a,b] = Qla1, b1] x ... x Qlan, by] gilt

XQlab (T) = XQlar,51)(F1) * - - XQlaw bn] (TN)
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Definiere

0 fir z,, < a, — 9
1+% fira, — 6 <z, < a,
Xn5(xn) = 1 fiir a,, < z,, < by,
1— boztn fiir by, < @ < bp + 0
0 fir x,, > b, + 0

und
%5 = %1,5(‘T1) L :{N,é(l'N)
Nach Konstruktion gelten dann X5 € C§(RY) und 0 < X5 —xg < 1 sowie

supp(Xs —xq) = Qla — 0 1,b+ 0 1]\Q(a, b) =: Q\Qo

Es folgt:

| X5 —xQlh = /(%5XX)dAN§/ 1d\yn
RN Q\Qo
N

N
= T~ an+28) — J(an—b.) =20
n=1

n=1

Definition und Lemma 14.24 (Wiirfel, Wiirfelnetz)
Seien X,Y C RN Teilmengen, dann gelten
(1) Ist G : X — Y Lipschitz-stetig, dann bildet G Nullmengen auf Nullmengen ab.
(2) Ist F :' Y — X ein Homoomorphismus, und F~' : X — Y bildet Nullmengen auf Nullmengen
ab, dannist foF': Y — R mef3bar, wenn f : X — R mefsbar ist.
Wir definieren einen Wiirfel im RN durch
)

W::Q[a,a—l—é-ﬂ]:Q[m—g~]l,m+§-]1]

mita € RN, § € Ry und m := a + g - 1. Weiter nennen wir
Wy ::{WM,Z ::Q[z-2—M,(z+11)-2—M])zezN }

ein Wiirfelnetz mit Kantenlinge 2~ .

Beweis. (Skizze)
1. Zeige: AN (G(W)) < (L - \/N)N - A (W) mit der Lipschitz-Konstanten L zu G.
2. Fiir jeden Quader Q = Q[a, b] C RN gilt

Qc U Wu.cQla—27"b+27Y]

Wir,- €Wy
Wh,-NQ#D
und demnach gilt
N N N v
AN(CQ) = H(bn - an) < Z )\N(WM7Z) < H(bn —ap + 2- 27M) ;OO )\N(Q)
n=1 n=1 n=1



Zu jedem Quader () und jedem ¢ > 0 gibt es also endlich viele Wiirfel W; mit j = 1...J derart, dass
gelten

J
QC ij und An(Q
j=1

) <AN(Q) +e

HM&

3. Sei eine Nullmege A und €; gegeben, dann gibt es Quader Q) mit

=D mitC:=L VN

AC U @, und Z)\N(Qk) <

k=1 k=1

€1
2.CN
Wihle nun nach 2. zu Q := Q; und € := D - 27% die Wiirfel W k., dann folgt

oo Jk

cJUal ]k:Z)\N ;ANQk+5 <e

k=1j5=1

4. Fiir den nachweis von (2) betrachte

{ylf o F(y) > a} = F~ ({z|f(2) > a}) = F~ (M)

Wir wissen, dass wir jede Messbare Menge als M = B\N, mit einer Borell-Menge B und einer
Nullmenge N, darstellen konnen, somit folgt

F~H(M) = F7(B)\FT'(N)
wobei F'~1(B) wieder eine Borellmenge ist, da F' ein Homdomorphismus ist. O

14.4 Die Konvergenzsitze und die Vollstéindigkeit von £(A)

Im Folgenden seien

- (X, 6, p) ein MaBraum

- A C X eine mefibare Teilmenge von X und
- f, fi : A — R meBbare Funktionen.

Satz 14.25 (Lemma von Faton)
Fiir mefibare Funktionen fi, : A — [0, oo] gilt

liminf/ fredy > /liminffk du
k—oo [Jx x k—oo
Beweis. Fir K € Nund ! > K gilt
> inf fi, =: F] lim inf
fi > kngfk k /" Uminf fi

und daher folgt mit dem Satz iiber die monotone Konvergenz

/AfjduZ/Aklg(fkdu e Allggffkdu
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Satz 14.26 (Satz von Lebesque / Satz von der beschrinkten Konvergenz)
Seien die Funktionen fi, g : A — R mef3bar mit

/ lg|dp < oo und  fr — fpunktweise fast iiberall
A
Weiter gelte fiir alle k fast iiberall | fi,| < g, dann gilt

lim/fkd,u:/ lim fkduz/fd,u
k—oo J A A k—oo A

Beweis. Nach dem soeben gezeigtem Lemma von Faton (Satz 14.25) gelten

ligicgf/A(g—fk)du > /A(g—f)du (D
iminf [ (o +f)di > [ o+ 1 @)

liminf/(g—fk) dp = liminf [/ gd,u—/ fkd,u]
k—oo [ 4 k—oo A A
= /gdu—limsup/ fredp
A k—oo JA

Demnach folgt aus (1)

thUP/fkd,U < /gdu—/(g—f)duz/fdu 3)
k—oo A A A A
und entsprechend aus (2)
liminf/fkdu > —/gdu+/(g+f)du—/fdu “)
k—oo Ja A A A
Die Kombination von (3) und (4) liefert die Behauptung. O

Satz 14.27 £(A) ist vollstindig beziiglich | - |;.
Genauer heifit dies: Zu jeder Cauchyfolge (fi.) aus £(A), also

Veso Ik Vii>k |fe — fih <e

gibt es ein f € £(A) mit |fy, — fl1 — 0. Zusdtzlich kann eine Teilfolge gy := fr(x) S0 ausgewdhlt
werden, dass gelten

g — f punktweise fast iiberall (1)
Vss0 3zeer M(Z) < dund gy, — f), gleichmiBig ()

Beweis. (Skizze)
Eine Cauchyfolge konvergiert, wenn auch nur eine Teilfolge konvergiert!. Die Teilfolge g, wihlen wir
mit Hilfe des Konvergenzbeschldunigungssatzes (Lemma 14.28 s.u.) aus. Fiir eine positive Nullfolge

! Vergl. Analysis I
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(Bk) wihlen wir die Teilfolge gx, := fr() mit |gx11—gx| < By. Mit einer weiteren positiven Nullfolge
() sei

Yi = {36 €A ’ |gkt1(7) — gr ()] > Oék}

Dann gelten

o p(Yy) = / ok dp < |gr+1 — grl1 < B
Y
Ny
Zik = U Yi D Zk+1
k=K
oo
Z = () %«
K=1
Dann folgt sofort
n(Zi) < Y n(Vi) < Y -
k=K k=K "

An (o) und (Fg) stelle die Bedingungen, dass die Reihen iiber die oy, O % in R konvergieren?,
dann konvergiert (Z ) fir K — oo gegen Null und daher ist auch p(Z) = 0.

Fir ¢ ¢ Z folgt fiir alle k > K aus x ¢ Y}, dass |gr11(z) — gk(x)| < oy ist und damit ist Iz,
eine gleichméBige Cauchyfolge.

Fiir ¢ Z gibt es ein K mit z ¢ Zj dann ist g () immer noch eine Cauchyfolge?.

Hiermit haben wir eine fast iiberall definierte und nach Lemma 14.4 meB3bare Grenzfunktion und die
Zusatzbehauptungen (1) und (2) sind erflllt. Weiter gilt

/\f|d,u = /liminf|gk\du<liminf/|gk|d,u
A A k—o0 k—oo J A

< sup [grl1 < o0
keN

Also kann nur auf einer Nullmenge | f(x)| = +oo gelten. Ersetze dort co durch einen endlichen Wert,
dann ist f € £(A) und schlieBlich gilt:

If =gl = /hminﬂgl—gk’dﬂ
A [—o0
< lilminf\gl—gkh<€ firk > K
—00

Lemma 14.28 (Konvergenzbeschliunigungssatz)
Zu jeder Cauchyfolge xy,) in einem metrischen Raum (M, d) und zu jeder Nullfolge (0)) aus R gibt
es eine Teilfolge x () so dass fiir alle k gilt

A(Tr(es1), Tpihy) < B

22.B. mit Br = 47" und oy, := 27" sind diese Bedingungen erfiillt.
3Die Konvergenz ist aber vielleicht nicht mehr gleichmiiBig, weil K von x abhingen kann.
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Beweis. (Idee)
Fiir alle Cauchyfolgen gilt

Veso Ix Vigsx  d(aga) <e (1)
Damit ist der Rekursionsanfang klar, denn wihle € := 3; hierzu K und setze w(1) := K, so folgt die
Behauptung fiir £ = 1. Fahre nun so fort...
Im Folgenden seien (X, S, ;1) ein Mafraum und A € 6.

Satz 14.29 Seien p(A) < oo und (f;) eine Folge in £(A). Dann gilt
lim fidy = / lim f;dp
l—oo J4 Al—o0

falls die Folge ( f;) gleichmdfiig Konvergiert.

Beweis. Definiere f als den Grenzwert der Folge (f;), dann gilt

[ = [ gau < [ 1= flde < p)-sup ) - 1@)] 5o

Satz 14.30 (stetige Parameterabhdngigkeit von Integralen)
Sei Q) ein metrischer Raum und f : Qx A — R eine Abbildung mit den Eigenschaften f(-,x) € C°()
fiir fast alle x € A sowie fiir alle p € Q soll f(p,-) mefibar sein. Weiter gelte

Jgega)  Vpen |f(p,x)| < |g(x) fir fast alle z € A
Dann ist die Abbildung
F:Q — R
p /Af(p, x) dp(x)

stetig.

Beweis. (Idee)
Da (2 ein metrischer Raum ist zeige die Folgenstetigkeit von F' mit

p'=Fp und f:=f(R,-) ud fi=f(p,-)

Nutze nun die Voraussetzungen aus und schlieAYe mit dem Satz von Lebesgue auf die Behauptung.
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Satz 14.31 (differenzierbare Parameterabhdngigkeit von Integralen)
Sei Q eine offene Teilmenge des RN und f : Q@ x A — R eine Funktion mit den Eigenschaften

1. fiir fast alle x € Aist f(-,x) € C1(Q)
2. Fiir alle p € Q und fiir allen = 1..N ist 0,, f (p, -) mefibar

3. Es gibt ein g € £(A) so dass fiir alle p € Q und fiir alle n = 1...N die folgende Ungleichung
fiir fast alle x € A gilt: |0y, f(p,z)| < g(x)

Dann ist die Funktionen
F:Q — R
p /Af(p,l‘)dﬂ(l‘)

stetig diff’bar mit den partiellen Ableitungen

O F(p) = /Aﬁpnf(p, x)du(z) firn=1.N

Beweis. (Idee)
Benutze den Mittelwertsatz und den Satz von Lebesgue. AnschlieBend zeige die Stetigkeit aller parti-
ellen Ableitung mit Satz 14.30.

Satz 14.32 (Verbindung von Lebesgue- und uneigentlichem Riemann-Integral)
Sei f : (a,b) — R iiber alle abgeschlossenen Teilintervalle von (a,b) Riemann-Integrierbar, dann
gilt: f gehort genau dann zum Raum £(A) der Lebesgue-Integrierbaren Funktionen, falls das unei-

gentliche Riemannintegral
b
[ iria
a

in R existiert. Ferner existiert dann auch das uneigentliche Riemann-Integral

/a " pe)

und dieses ist dem Lebesgue-Integral von f iiber (a,b) gleich.

Beweis. (Skizze)
Sei zunidchst f € £(A), dann gelten fiir alle Folgen a; \, aund b; " b aus R

J1 5= X(ap) - [ — f punktweise fast iiberall und |f;| < |f| =:g € £ ((a,)))

so dass mit dem Satz von Lebesgue und dem Satz 14.12 die Aussage folgt.
Gelte nun fiir das uneigentliche Riemann-Integral

b
/ O dt < o0

dann liefert Satz 14.12 eine Folge (f;) C £((a,b)), deren Grenzwert f punktweise fast iiberall
ist. Damit ist f mef3bar und mit dem Satz von der monotonen Konvergenz und Satz 14.12 folgt die
Aussage. O
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14.5 Der Transformationssatz

Satz 14.33 (Substitutionsregel 1l / Transformationssatz)
Seien U,V offene Teilmengen des RN und ® : U — V ein C'-Diffeomorphismus®*, dann gilt:
I gehort genau dann zu £(V'), wenn f o ® - | det(®')| zu £(U) gehdrt und es gilt

/fd)\N:/fotb-|det(<I>’)|d)\N
1% U

Es kann @' durch Jg die Jakobimatrix von ® ersetzt werden, denn es gilt det(Jgp) = det(P").

Merkregel: Man kann sich die Formel im obigen Satz als Tausch von Variablen y = ®(x) vorstellen.
Wie im R gibt es hier eine einfache Merkregel, ndmlich:

dy = |det (Jo(z))|dz
Fiir die Transformation
i) = [ £oa@)|a(@ @) )
Die Transformation ® ist ein Homoomorphismus und induziert einen Isomorphismus der Borelalge-

bren. Nimmt man fiir f die charakteristische Funktion x g q) einer mefibaren Menge ) C U, dann
besagt der Transformationssatz

Beweis. Der Beweis des Transformationssatzes folgt weiter unten.

Bemerkung (MaBtransformation im RN)
Sei U C RN eine offene Teilmenge, dann gilt meBbare Mengen 2 C U

v (0() = [ [det(®)]dry

Beweis. Folgt unmittelbar aus 14.33
Erinnerung Fiir eine offene Teilmenge 2 C RN definierten wir
o0
CEo(9) := () Co(@) und  C{(Q) == { f € C'(2) | supp(f) € 2}
=1

Definition 14.34 (Gldttungsoperatoren)
Die Funktion o € C§°(RN) habe die Eigenschaften

c>0 und / cd\y =1
RN
Dann nennen wir die fiir alle f € £(RN) und alle € > 0 durch

5= [ oela =) dne) mite(z) = ()

4 D.h. @ ist bijektiv und ®, &~ sind stetig diff’bar
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definierte lineare Abbildung S. den (durch o bestimmten) Glitungsoperator. Ist f nur auf einer mefs-
baren Menge Q2 C RN definiert und integrierbar, so wird entsprechend

Se(f) = /foe(w —y)f(y) din(y) = S:(f) = /RN oe(z —y)f(y) - xa dAn(y)
definiert. Wir schreiben auch Sc f =: o. * f und nennen o * f die Faltung von o und/mit f.

Lemma 14.35 Es gibt eine Funktion o € C§°(RN) mit
0>0 und supp(c)C K1(0) sowie /RN ocd\y =1
Fiir 0. € C3°(RN) gelten dann
0e >0 und supp(o.) C K.(0) sowie /]RN o.d\y =1

Beweis. (Skizze)
Die nichtnegativen Funktion

0 falls t <0
10 = { o

(-1) sonst
gehort zu C*°(R) und hat ihren Tréger in [0, 0o). Definiere nun
g(t) == f(t)- f(1—1)

Diese ist beliebig oft diff’bar und hat ihren Triiger in [0, 1] welches kompakt in R liegt. Betrachte nun

0= g(\ . |2) € CSO(RN) C S(RN) und ¢ := / &5d\y unddefiniere o :=c -5
RN

Nach dieser Konstruktion hat o die geforderten Eigenschaften und mit Satz 14.23 folgt der Rest der
Beuhauptung. O

Lemma 14.36 (Eigenschaften der Gldttungsoperatoren)
Sei ohne Einschréinkung® supp(c) C K1(0) fiir ein o € C§°(RY). Es gelten

1. Die Glittungsoperatoren
S.: eRY) — ¢RY) c C=(RYN)
[ Sf=oexf
sind linear und fiir alle Multiindizes o gilt 0*(S: f) = (0%¢) * f
2. supp(Sef) C supp(f) + K:(0) fiir f € £(RY)
3. Die Gliittungsoperatoren sind monoton, d.h. fiir f,g € £(RN) gilt
f<g9g = 5Ff<5y

insbesondere gilt m < S.f < M, fallsm < [ fd\n < M fiirm, M € R gilt.

3 sonst transformiere mit Satz 14.23
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4. Die S- sind gleichmdpig stetig, denn fiir f € L(RYN) gilt |S.f|1 < |f1
5. Ist f € CO(RN) N £(RY) so konvergiert S. f et f auf allen = € RN

6. Fiir alle mefibaren Mengen Q C RN und alle Funktionen f € £(Q) konvergiert S. f =9 fin
£(Q) also in der | - |1-Halbnorm.

Beweis. (Skizze)
Fiir f € £(RY) sind die Glittungsoperatoren Wohldefiniert, denn o, (x — -) f gehort zu £(RN).
Zu 1. und 4.: Wegen der Triger von o.(z — -) und f gilt mit = := K. (z) N supp(f)

5:£@) = [ oo = 1) 1) dAv)

Nach Satz 14.31 gehort S, f zu C°°(RN) und fiir einen Multiindex o gilt
(5@ = [ (0%0)(@=1) F) drnlo) = (00 ¢ 1))

Ferner ist mit dem Satz von Fubini/Tonelli und der Substitution z = z(z) =z — y

Scfls < [ 1@l dh) =171

Damit ist S, f insbesondere ein Element von £(RYN).
Zu 2. Substituiere wieder z = z(x) = = — y und erhalte

S.f(x) = /K PRECREEENE

Gilt also = ¢ supp(f) + K:(0) soist z ¢ supp(f) + 2z, d.h. f(z — 2) =0, fir z € K.(0)
Zu 3. Die Monotonie folgt aus der Monotonie des Integrals, fiir den Insbesondere Teil betrachte Kon-
stante Funktionen c, diese sind Eigenfunktionen von S; zum Eigenwert 1, d.h

Scla) = [ ola—yediwl) = e [ ole = p)din(y) =c1
RN RN
Zu 5. Seien f eine stetige, integrierbare Funktion und = € RY, dann gilt
Sef(x)=f(x) = / oe(z=y)- (f(y)—=f(2)) dAn(y) = [S:f(zx)=f(z)| < sup |f(y)—f(2)]1
K (x) yeKe(x)
Folglich gilt fiire < 1

—_ —0
sup |Se f(z) — f(2)| < sup {|f(y) = f(2)| : 2 €ENYy RV Az —y|<e } =50
HASIC)
da ZE + K1(0) € RN und f auf dieser Menge gleichmiBig stetig ist.
Zu 6. Wir verwenden das bereits aus dem Beweis von Satz 14.23 bekannte Prinzip:
(b) Liegt A dicht in B so liegt span(A) dicht in span(B).
Sowie den nachfolgenden Satz 14.37. Zeige zunichst, dass S f in £(€2) gegen f konvergiert, d.h.

ISEf—flz/QIng—f!dAN =
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Nimm dazu ohne Einschrennkung an, dass € = RN (mit f := Eyf und | - [; g~y > |- |10 ), dann
wende mit 4. Satz 14.37 an. Nimm weiter ohne Einschridnkung an, dass f € £ ( [0, oo)) (nach (b)
und da f~!({oo}) eine Nullmenge ist. Weiter seien nach Satz 14.37 f und supp( f) beschriinkt, sonst
konstruiere eine Folge, die f approximiert nach dem Satz von Lebesgue. Reduziere nun wie bereits
bekannt zunichst auf den Fall, dass f eine Treppenfunktion ist und anschlieBend auf den Fall, dass
f = xu eine charakteristische Funktion einer mebaren Menge M ist.

Nach Definition gibt es nun eine Folge einfacher Mengen E; aus R, dem Ring der endlichen disjunk-
ten Vereinigungen von Wiirfeln. Reduziere also auf den Fall, dass f = yw eine charakteristische
Funktion eines Wiirfels ist. Dann gilt

S.f(z) = /Wmm oe( — y) Dy (y)

Ist z € int(WV) ein innerer Punkt, so ist f(z) = 1 und wir konnen ¢ so klein wihlen, dass K (z) C W
ist. Mit solchem ¢ gilt dann

4@ = [ olempawt) = [ el -paan) =1

Ist = hingegen ein innerer Punkt des Kompliments, d.h. z € RN\W, so gilt f(x) = 0 und wir
konnen € so klein wihlen, dass K. (x) N W = & ist. Da der Rand des Wiirfels O eine Nullmenge
ist, konvergiert S: f punktweise fast iiberall gegen f. Der Satz von Lebesgue liefert schlieBlich die
Behauptung. O

Satz 14.37 (Konsistenz und Stetikkeit impliziert Konvergenz)
Seien X, Y normierte Rdume und ¢, ¢, : X — Y stetige lineare Operatoren von X nach 'Y, d.h. es
gibt positive Konstanten c und c,, so dass fiir alle © € X gelten

‘qba:‘y <c ’x‘x und ‘¢Vx|y < ‘x‘x

Ferner sei D eine dichte Teilmenge von X, dann folgt aus der Satbilitdt, d.h.

Jys0 Vo Vaex ‘¢ux‘y <7 ‘x‘X
und der Konsistenz, d.h.
VzeD Gy s dx
die Konvergenz, d.h.
Veex ¢px =2 ox

In Worten: Konvergenz auf einer dichten Teilmenge und gleichmdflige Beschrdnktheit der linearen
Operatoren impliziert die Konvergenz auf dem gesamten Raum.

Beweis. Seien z € X und £ > 0 gegeben, dann wihle ein d € D mit

11
[z —d| < E'mm{;ag}

Dann gilt
(v — ¢z|,, < |pur — ¢d|y + |dud — ¢dy, + |bud — Pz,
< yele—d|y +|ovd—dd|y, +c- |z —d|
< 2et|gpd—od|, 0 2e
Da ¢ beliebig war folgt die Behauptung. |
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Folgerung 14.38 (Dichtheit in £)

Die folgenden Funktionenriume liegen beziiglich der | - |1-Halbnorm dicht in £(A):
-L(A)NC>(A)

- beschrinkte Funktionen mit kompaktem Triger

- Treppenfunktionen

- Treppenfunktionen von Wiirfeln

Beweis. Reduktionen im Beweis von Satz 14.36 6. O

Folgerung 14.39 (Fundamentallemma der Variationsrechnung)
Seien Q eine offene Teilmenge des RN und f € £(X0), dann gilt

f=0fu. = V@ECSO(Q) /Qfgod)\N:O

Man kann also das Verschwinden von f (fast iiberall) testen, indem man f gegen alle ,, Testfunktionen”
aus C§°(Q) integriert und das Verschwinden all dieser Integrale zeigt.

Beweis. Fiir 2 € (2 und einem hinreichend kleinem £ > 0 ist o (z —-) € C§°(€2), denn supp (0. (z —
-)) = K.(z). Daher folgt fiir solche & nach Voraussetzung S. f () = 0. Weiter konvergiert S; f gegen
f in £(Q) fiir e — 0, daher folgt

fli=1f—Sflh =20

Satz 14.40 (C{° liegt dicht in £)
Sei Q C RN eine offene Teilmenge, dann liegt C$°(Q) dicht in £(XY) beziiglich der | - |1-Halbnorm.

Beweis. (Skizze)
Betrachte die offenen Mengen

1
O = {2 € Qz] <lund dist(z,RN\Q) > 7} firl € N

Fiir diese gilt
GCcyeqnc...eQ wd Q=]
lEN

wobei der Abschluss €); von 2; kompakt ist. Definiere nun f; := xq, - f € £(£2) dann folgt mit dem
Satz von Lebesgue

|fi — fh :/ |fi — fldA\n = punktweise fast iiberall
Q

Nimm also 0.B.d.A. an, dass fiir den Triger von f gilt supp(f) C ; € Q fiir ein [ € N. Weiter
konvergieren S. f € C>°(RY) in £(Q2) gegen f und supp(S. f) C Q+ K.(0) nach Lemma 14.36 (vi)

und (ii). Ist nun
1

I(1+1)
so liegt der Tréger von S¢ f in ;11 € (2. Fiir solch kleine ¢ gilt dann sogar

S.f € C5°(Q)

e<
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Satz 14.33 (Substitutionsregel 11 / Transformationssatz)
Seien U,V offene Teilmengen des RN und ® : U — V ein C*-Diffeomorphismus®, dann gilt:
| gehdrt genau dann zu £(V'), wenn f o ® - | det(®')| zu L(U) gehdrt und es gilt

/fdAN:/fo¢-|det(<I>’)|d)\N
174 U

Es kann @' durch Jg die Jakobimatrix von ® ersetzt werden, denn es gilt det(Jg) = det(d®).

Merkregel: Man kann sich die Formel im obigen Satz als Tausch von Variablen y = ®(x) vorstellen.
Wie im R gibt es hier eine einfache Merkregel, ndmlich:

dy = |det (Jo(z))|dx

Fiir die Transformation

/ f(y) dAn(y) = / fod(z) - |det(®(x))] dAn(z)
1% U

Die Transformation ® ist ein Homoomorphismus und induziert einen Isomorphismus der Borelalge-
bren. Nimmt man fiir f die charakteristische Funktion x g q) einer mefibaren Menge ) C U, dann
besagt der Transformationssatz

Beweis. (Skizze)
Die Riickrichtung des ,,genau dann, wenn” im Satz wird durch die Riicktransformation mit ® ! be-
wiesen, daher ist nur die Hinrichtung zu zeigen. Reduziere dazu auf den linearen Fall:

1. Reduziere auf f € C§°(V)
Nach Satz 14.40 gibt es eine Folge (f;) C C3°(V), die in £(V') gegen f konvergiert. Mit Satz
14.27 gibt es eine Teilfolge, die punktweise fast iiberall gegen f konvergiert. Die an f gestellten
Anforderungen werden mit Lemma 14.24 an f; o  vererbt.

2. Reduziere auf Wiirfel im RN
Schopfe mit der Konstruktion aus dem Beweis von Satz 14.40 U durch offene Mengen U; aus.
und definiere

K := ¢ (supp(f)) €U
Da K kompakt ist wihle aus der offenen Uberdekung der U;) eine endliche Teiliiberdeckung
von K aus. Da die U; geschachtelt sind gilt dann K C Uy, mit L € N. Uberdecke U nun mit
dem Wiirfelnetz W; mit der Kantenlinge 2~%, dann liegen, fiir hinreichend groBes i alle Wiirfel
W e W;, die mit K nichtleeren Schnitt haben in Us;,. Lokalisiere nun unter der Annahme

Voo 3 Voo Wwemenwss | [ s [ fom|ae@]dr] < < awm)

3. Zeige die in 2. gemachte Annahme.
Hierzu nimm 0.B.d.A. an, dass W = K3°, ,(0) die Kugel beziiglich der Maximumsnorm um
den Punkt 0 mit Radius 2% ist und ®(0) = 0 gilt. Da f und f o ® - | det(®’)| gleichmBig stetig
sind folgt fiir hinreichend grof3e i

]/ fd)\N—/ -0 det(@')| dAy| < gs-AN(W)+c-\>\N(<I>(W))—|det(<I>’)]->\N(W)\
(W) w

® D.h. @ ist bijektiv und &, ! sind stetig diff’bar
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Mit der Schranke ¢ > 0, die @, ' bzw f, &1, (&) auf Uy, beschriinkt. Wegen det (®'(0)) #
0 ist die konstante lineare Abbildung ®’(0) regulér und wir konnen

@ :=®'(0)7'
definieren. Es gelten ® = ®'(0)¢ und ¢’ = ®'(0) 1@’ somit folgen
©(0) =0 und ¢'(0) = &'(0)"1®'(0) = id
Da sowohl ¢ als auch ¢’ gleichmiBig stetig sind gilt

sup || ¢'(z) —dd| <x <1
zeW

Mit Lemma 14.41 (s.u.) folgt dann mit W = K32, ,
(1= r) An(W) < An(p(F) < (1+1)  An (1)
Mit Lemma 14.21 (Substitutionsregel 1) konnen wir dies zu
(1= k)N - [ det(@(0)] - An (W) < Ay (B(W)) < (14 1) - | det(d'(0)] - Ay (1T

umformen. Mit der Bernoullischen Ungleichung (1 — k) > 1 — N und der binomischen
Formel fiir (1 + x)* erhalten wir

AN (®(W)) — [det (®(0))] - ANn(W)| < ken - AN(W) < %s-)\N(W)

Mit hinreichend kleinem x und hinreichend grofem I ist die Annahme aus 2. und damit der
Satz bewiesen.

O
Lemma 14.41 Seien p > 0 und K,(0) C RN sowie p € C1(K,(0),RN) mit ©(0) = 0 gegeben.

Weiter gelte

sup [|¢/(2) —id| <K <1
z€K,(0)

Dann gilt fiir alle 0 < r < p

K(l—n)r(o) C SO(KT(O)) - K(l—i—ri)r(o)

In Worten: Ist die Ableitung naher der Identitdit, so unterscheidet sich das Bild einer Kugel nur wenig
von sich selbst.

Beweis. (Idee)
Die rechte Inklusion folgt direkt aus der Mittelwertabschidtzung. Fiir die linke Inklusion sei y €
K (1-1)r(0) und betrachte

y=o) & (@) =z—9¢x)+y==x

und wende den Banachschen Fixpunktsatz an. O
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Lemma 14.42 (Sardsches Lemma)
Sei Q C RN eine offenen Teilmenge und ¢ € C1(Q, RN), dann ist die Menge der kritischen Werte von
@, d.h. das Bild der Kritischen Punkte von ¢, eine Nullmenge. Also

AN(G(K)) =0 mitK :={zeQ|det(¢'(0)) =0}

Beweis. (Skizze)
Schopfe wie in den Beweisen der Sétze 14.33 und 14.40 €2 mit offenen Mengen §2; aus, dann gelten

¢(K N Q)

(@

$(Q) = o) und ¢(K) =
=1

l

I
_

Da abzihlbare Vereinigungen von Nullmengen wieder Nullmengen sind geniigt es Ay (¢(KNQ2)) = 0
fiir ein festes [ € N zu zeigen. Lege hierzu wieder das Wiirfelnetz W; tiber €2, so dass W C €2, fiir
alle W € W; mit W N € # @ gilt. Auf der kompakten Menge o7, sind ¢ und ¢’ gleichmiBig stetig
und beschrinkt. Insbesondere ist ¢ also Lipschitz mit der Konstanten .

Wie im Beweis zu Satz 14.33 lokalisiere unter der Annahme

Veso 31 Vis1 Vwew,: wno,#o AN (W NK)) <e-An(W)

Um diese Annahme zu zeigen wihle ein X € WN K, dann gilt fir c € Wund p(t) :=tz+(1—-t) X €
| X, 2] C W die folgenden Abschétzung
6(2) = ¢(%) = ¢ (D)@ )| <VN-277- sup [ (2) &) || = VN 2705
[z—%|<VN2—1

Wegen der gleichmiBigen Stetigkeit von ¢’ gilt ¢; "Z% (). Definiere
Vi={¢&v|veR}

Weil % ein kritischer Punkt von ¢ ist, ist det (¢(%)) = 0, also folgt dim(V') =: M < N. Wihle nun
eine Orthogonalbasis (ONB) {v!, ..., v™} von V und ergiinze diese durch {u!, ..., uN =M} zu einer
ONB des RY. Die Abbildung

¢ RMxRVNM RN
M N-M
(@,8) = &)+ o™+ Y B
m=1 m=1
ist ein globaler C*°-Diffeo. und wir konnen jedes y € ¢(W) durch y = ¢(x) = ¢ («, f) mitx € W
darstellen. Nach Pythagoras gilt dann
(e, B)]* = o +|6]* <¥*- N -27%

Die Koeffizienten (3, konnen wir wegen der Orthonormalitit mit Taylor noch schirfer abschitzen
durch

‘6771’ S \/ﬁ'Q_idi

Damit erhalten wir insgesamt

la] < vVN2™" und |B] < VN - MVN27%5; < ;- N-27"
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und
¢(W) C ¢(K7,) mit K; := ’Y\/ﬁ27i(0) X K&NZ*’L'(O)

Da |det(a, 3)| = 1 ist, gilt mit der MaBtransformation im RY (Bemerkung nach Satz 14.33) fiir alle
meRbaren A C RN

AN (¥(4)) = An(A)
folglich erhalten wir mit §; < 1und 1 < N — M fiir alle hinreichend grofen ¢

AN (W NEK)) <6 - NV wy(1) - wy_m(1) - An(W) < e-An(W)

Satz 14.43 (Verallgemeinerte Substitutionsregel im RN)
Seien Uloffen) C Q(mefbar) C E(offen) C RN sowie Y (mefbar) C RN Teilmengen des RN und
¢ € CH(E,RN) mit p(Q) C Y sowie f : T — R seien mefbare Funktionen. Ferner seien mit

K = (det¢')({0}) = {z € E] det (¢'(x)) =0}

die folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) Q\(U U K) und YT\ ¢(R?) sind Nullmenen und

(ii) Die Abbildung ¢|U\K ist injektiv.

Dann gilt: f gehort genau dann zu £(Y), wenn f o ¢ - | det ¢'| zu £(Q) gehort und es ist

/deAN - /Qfo¢-|det¢’|dAN

Beweis. (Skizze)
Die Bedingungen Ay (Q2\U) = 0 und Ay (Q\(U U K)) = 0 sind dquivalent, denn es gilt

Q\U = (QNK)\U UQ\(UUK)

CcK =O\UNQ\K

Damit ist _ _ . _
Q=UUQU=U\KUUNKU)QNK)\U UQ\(UUK)
=7
Wobei K nach dem Sardschen Lemma (14.42) und damit auch Z nach (i) Nullmengen sind. Als
Urbild der abgeschlossenen Menge {0} unter der stetigen Abbildung det ¢’ istK abgeschlossen und
somit ist U\ K offen.Nach (ii) ist ¢ auf dieser Menge injektiv und nach Definition verschwindet det ¢’
dort nicht. Also ist ¢|U\ . €in C'1-Diffeomorphismus. Weiter bildet nach Lemma 14.24 ¢ Nullmengen

auf Nullmengen ab, d.h. mit Z ist auch ¢(Z) eine Nullmenge. Es gilt
fel(T) & felL(o() & fel((U\K))
Mit den Transformationssatz (14.33) und da Z eine Nullmenge ist erhalten wir
fek (qS(U\K)) & fog-|detd’| € LU\K) & fog-|detd/| € £(Q)

SchlieBlich liefert der Transformationssatz die Behauptung. O
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